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2.1
Dos problemas con el mismo tema

Nuestro primer problema es muy antiguo; se remonta a la época del gran cientifico
griego Arquimedes (287-212 A. C.). Nos referimos al problema de la pendiente de la recta
tangente. Nuestro segundo problema es mads reciente. Surgio con los intentos de Kepler
(1571-1630), Galileo (1564-1642), Newton (1642-1727) y otros para describir la veloci-
dad de un cuerpo en movimiento. Es el problema de la velocidad instantinea.

Los dos problemas, uno geométrico y el otro mecanico, parecen no estar muy relacio-
nados. En este caso, las apariencias engafian. Los dos problemas son gemelos idénticos.

La recta tangente Lanocién de Euclides de una tangente, como una recta que to-
ca a una curva en un solo punto es totalmente correcta para circunferencias (véase la
figura 1); pero completamente insatisfactoria para otras curvas (véase la figura 2). La
idea de una tangente, en P a una curva como la recta que mejor se aproxima a la curva
cerca de P es bastante mejor, pero atin muy vaga para la precision matemaética. El con-
cepto de limite proporciona una manera de obtener una mejor descripcion.

Sea P un punto en una curva y sea Q un punto movil cercano a P en esa curva.
Considere la recta que pasa por Py O, llamada recta secante. La recta tangente en P es
la posicion limite (si ésta existe) de la recta secante cuando Q se mueve hacia P a lo lar-
go de la curva (véase la figura 3).

Suponga que la curva es la grafica de la ecuacién y = f(x). Entonces, P tiene
coordenadas (c, f(c)), un punto cercano Q tiene coordenadas (¢ + A, f(c + h)),yla
recta secante de Py Q tiene pendiente mg.. dada por (véase la figura 4):

_flet+h)—f()

Msec = h
y y=Ff®
Rectas Recta secante
secantes
f((,‘ + h) 1 (C + h, f(C + h))
0
Recta Recta tangente
0 tangente
fle+h) - fo)
0
FO N~
P
|
. 71 T >
La recta tangente es la posicion c c+h
limite de la recta secante. my,, = 1im m,,
h=0
Figura 3 Figura 4

Mediante el concepto de limite, que estudiamos en el capitulo anterior, ahora podemos
dar una definicién formal de la recta tangente.

Definicion Recta tangente
La recta tangente a la curva y = f(x) en el punto P(c, f(c)) es aquella recta que
pasa por P con pendiente
Ry ) L0 Bt A C)
tan h—0 sec h—0 h

siempre y cuando este limite exista y no sea 060 0 —00.
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7 |: EJEMPLO 1 ‘ Encuentre la pendiente de la recta tangente a la curva y = f(x) = x?
en el punto (2, 4).
SOLUCION Larecta cuya pendiente estamos buscando se muestra en la figura 5. Es
WL 2. 4) claro que tiene una pendiente positiva grande.
L feem - @)
T a0 h
S Q2+ nr-2?
=lim ——
h—0 h
L
A4+ 4h+ R -4
| | | = lim 3
§ SN =
_ K4 + h)
Figura 5 = m U
=4
|7EJEMPLO 2‘ Encuentre las pendientes de las rectas tangentes a la curva
y = f(x) = —x? + 2x + 2 en los puntos con abscisas —1,%, 2,y3.

y SOLUCION En lugar de realizar cdlculos por separado, parece mejor calcular la
pendiente en el punto con abscisa c y luego obtener las cuatro respuestas deseadas por
medio de sustitucion.

o feth) — ()
tan h—0 h
 —(c+hP+2cHh) +2 - (—cF+2c+2)
= lim
h—0 h
= =2h—HK +2c+2h+2+F—2c-2
= lim
h—0 h
i H(—2c — h+2)
1 s Vi
=—-2c+2
y=-xt+20+2 Las cuatro pendientes deseadas (obtenidas haciendo ¢ = —1, %, 2,3)son4,1, -2,y
Figura 6 —4. Estas respuestas parecen ser coherentes con la grafica en la figura 6.

|7 EJEMPLO 3 ‘ Encuentre la ecuacién de la recta tangente a la curva y = 1/x en
(2, %) (véase la figura 7).

SOLUCION Sea f(x) = 1/x.
f2+h) - f(2)

Mian = hhln

0 h
1 1
o 2th 2
~ ol h
I I — 2 2+ h
1 2 3 —
) 22+ h) 22+ h)
Figura 7 = lim
h—0 h
i 2-2+h)
“ S 2(2 + h)h
-l P
=0 2(2 + h)h
; -1 1
=lim —————=—-

h—0 2(2 + h) 4
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Sabiendo que la pendiente de la recta es —i y que el punto (2, %) pertenece a ella, con
facilidad podemos escribir su ecuacion utilizando la forma punto pendiente y — yg =

m(x — xg). Elresultadoes y — % = f%(x — 2), de forma equivalente y = 1 — %x.

Velocidad promedio y velocidad instantanea Sien 2 horas conducimos un
automovil de una ciudad a otra que estd a 80 millas, nuestra velocidad promedio es de
40 millas por hora. La velocidad promedio es la distancia de la primera posicion a la se-
gunda, dividida entre el tiempo empleado.

Pero durante el viaje la lectura del velocimetro con frecuencia fue diferente de 40.
Al principio, registré 0; a veces subi6 hasta 57; al final, regresé a 0. ;Qué mide el velo-
cimetro? Ciertamente, no indica una velocidad promedio.

Considere el ejemplo més preciso de un objeto P que cae en el vacio. El experi-
mento muestra que si inicia desde el reposo, P cae 1612 pies en ¢ segundos. Por lo tanto,
cae 16 pies en el primer segundo y 64 pies durante los primeros dos segundos (véase la
figura 8); claramente, desciende cada vez més rapido conforme el tiempo avanza. La fi-
gura 9 muestra la distancia recorrida (en el eje vertical) como una funcién del tiempo
(en el eje horizontal).

Durante el segundo segundo (es decir, en el intervalo de tiempodet = 1 at = 2),
P cay6 64 — 16 = 48 pies. Su velocidad promedio fue

Vprom = % = 48 pies por segundo
Durante el intervalo de t = 1 at = 1.5, cay6 16(1.5)% — 16 = 20 pies. Su velocidad
promedio fue

16(1.5)> — 16

20
Vprom = 15-1 =05 40 pies por segundo

De manera similar, en los intervalos de tiempo ¢ = 1at = 1.1yt = 1 at = 1.01, calcu-

lamos las velocidades promedio respectivas

16(1.1)> — 16 336
Ypom =TT T 01

= 33.6 pies por segundo

_16(1.01)> = 16 03216
Uprom = 01— 1 T 001

= 32.16 pies por segundo

Lo que hemos hecho es calcular la velocidad promedio en intervalos de tiempo ca-
da vez mas pequefios; cada uno comienza en ¢ = 1. Entre més breve sea el intervalo de
tiempo, mejor aproximamos la velocidad instantdnea en el instante t = 1. Al mirar los
numeros 48, 40,33.6 y 32.16 podriamos suponer que 32 pies por segundo es la velocidad
instantdnea.

Pero seamos mads precisos. Suponga que un objeto P se mueve a lo largo de un eje
coordenado, de modo que su posicién en el instante ¢ estd dada por s = f(¢). En el ins-
tante c el objeto estd en f(c); en un instante cercano,c + h,estden f(c + h) (véase la
figura 10). Asi, la velocidad promedio en este intervalo es

_fleth) = f(o)

’l) =
prom h

Ahora podemos definir la velocidad instantdnea.

Definicion Velocidad instantanea

Si un objeto se mueve a lo largo de un eje coordenado con funcién de posicién f(¢),
entonces su velocidad instantanea en el instante c es
fle +h) = f(e)

h

v = limwv = lim
h—( Pprom

h—0

siempre que el limite exista y no sea 00 0 —00.
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Dos problemas con el mismo tema

Ahora puede ver por qué llamamos a
esta seccion “dos problemas con el
mismo tema”. Véanse las definiciones
de pendiente de la recta tangente y de
velocidad instantdnea. Estas dan
nombres diferentes para el mismo
concepto matematico.

Distancia recorrida
™ w I
[} n {5 n £ n
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N B B B

n
|
I

0 1 2 3

Figura 11

En el caso donde f(t) = 162, la velocidad instantdneaent = 1 es

fa+n) —f1)

= Jim, h
o 16(1 + h) - 16
= h

16 + 32k + 16K* — 16
= lim
h—0 h

lim (32 + 16h) = 32

Esto confirma nuestra suposicion previa.

| EJEMPLO 4 ‘ Un objeto, inicialmente en reposo, cae debido a la accion de la gra-
vedad. Determine su velocidad instantanea ent = 3.8 segundosyent = 5.4 segundos.

SOLUCION  Calculamos la velocidad instanténea ent = ¢ segundos. Como f(t) = 162,

_flet h) = f(o)

m

h—0 h

~16(c + h)* — 16¢*
= lim

h—0 h

_16¢% + 32¢ch + 16K* — 162
= lim

h—0 h

]11’I110(32c + 16h) = 32¢

Asi, la velocidad instantdnea en 3.8 segundos es 32(3.8) = 121.6 pies por segundo; en
5.4 segundos es 32(5.4) = 172.8 pies por segundo.

|: EJEMPLO 5 ‘ (Cuanto tiempo tardard, el objeto del ejemplo 4 para alcanzar una
velocidad instantdnea de 112 pies por segundo?

SOLUCION Aprendimos en el ejemplo 4 que la velocidad instanténea después de ¢

segundos es 32c. Por lo tanto, debemos resolver la ecuacién 32¢ = 112. La solucidn es

112

¢ = 3; = 3.5 segundos.

L EJEMPLO 6 ‘ Una particula se mueve a lo largo de un eje coordenado y s, su dis-
tancia dirigida en centimetros, medida desde el origen al final de ¢ segundos estd dada
pors = f(t) = /5t + 1. Encuentre la velocidad instanténea de la particula al final
de 3 segundos.

SOLUCION La figura 11 muestra la distancia recorrida como funcién del tiempo. La
velocidad instantdnea en el instante + = 3 es igual a la pendiente de la recta tangente
ent = 3.

B+ h)-f(3)
v = lim
h—0 h

. V5@ +h) +1-V53) +1

h—0 h
. V16 +5h -4
= pim h

Para evaluar este limite, racionalizamos el numerador multiplicando numerador y de-
nominador por V16 + 5h + 4. Obtenemos




Velocidad o rapidez

Por el momento, usaremos los
términos velocidad y rapidez de
manera indistinta. Posteriormente,
en este capitulo, haremos una

distincién entre estas dos palabras.
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<\/16+5h—4 \/16+5h+4>

= lim .
h=0 h V16 + 5h + 4
_ gy 16+ 5h =16
=0 p(\/16 + 5h + 4)
5 5

P

lim —F———
h=0\/16 + 5h + 4 8

Concluimos que la velocidad instantdnea al final de 3 segundos es de % de centimetro
por segundo.

Tasa de cambio La velocidad es s6lo una de las muchas tasas de cambio que serdn
importantes en este curso; es la tasa de cambio de la distancia con respecto al tiempo.
Otras tasas de cambio que nos interesardn son la densidad de un alambre (la tasa de cam-
bio de la masa con respecto a la distancia); el ingreso marginal (la tasa de cambio del in-
greso con respecto al nimero de articulos producidos), y la corriente (la tasa de cambio
de la carga eléctrica con respecto al tiempo). Estas tasas y muchas mas se estudian en el
conjunto de problemas. En cada caso debemos distinguir entre una tasa de cambio pro-
medio en un intervalo y una tasa de cambio instantdnea en un punto. La frase tasa de
cambio sin un adjetivo significard tasa de cambio instantanea.

Revision de conceptos

1. Larecta que mds se aproxima a una curva cerca del punto P
esla que pasa por ese punto.

2. Con mayor precision, la recta tangente a una curva en P es la
posicion limite de las rectas que pasan por Py Q cuando Q a se
aproxima a P lo largo de la curva.

3. Lapendiente m,,, de larecta tangente alacurvay = f(x) en
(c, f(c)) estd dada por mi,, = lim

h—0 "
4. La velocidad instantdnea de un punto P (que se mueve a lo
largo de una recta) en el instante ¢ es el limite de en el interva-

lode cac + h cuando 4 se aproxima a cero.

Conjunto de problemas 2.1

En los problemas 1 y 2 estd dibujada una recta tangente a una curva.
Evaliie su pendiente (pendiente = elevaciéon/avance). Sea cuida-
doso al observar la diferencia en escalas sobre los dos ejes.

1. y 2. y

L /40\1
TLLD

En los problemas 36, dibuje la recta tangente a la curva que pasa por
el punto indicado y estime su pendiente.

3. y 4.

— 0w A b N\D

/

a 1 2 3 X

7. Considere y = x* + 1.
(a) Haga un bosquejo de su grafica tan cuidadosamente como
pueda.
(b) Dibuje la recta tangente en (1,2).
(c) Estime la pendiente de esta recta tangente.
(d) Calcule la pendiente de la recta tangente que pasa por (1,2) y
(1.01, (1.01)> + 1.0).
(e) Encuentre, por medio del proceso de limite (véase el ejemplo
1),la pendiente de la recta tangente en (1, 2).
8. Considere y = x> — 1.
(a) Haga un bosquejo de su gréfica tan cuidadosamente como
pueda.
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(b) Dibuje la recta tangente en (2, 7).
(c) Estime la pendiente de esta recta tangente.
(d) Calcule la pendiente de la recta secante que pasa por (2,7) y
(2.01, (2.01)* — 1.0).
(e) Encuentre, por medio del proceso de limite (véase el ejem-
plo 1), la pendiente de la recta tangente en (2, 7).

9. Encuentre las pendientes de las rectas tangentes a la curva
y = x> =1 en los puntos donde x = —2,-1,0,1,2 (véase el
ejemplo 2).

10. Encuentre las pendientes de las rectas tangentes a la curva
y = x> — 3xenlos puntos donde x = -2, —1,0, 1, 2.

11. Haga un bosquejo de la graficade y = 1/(x + 1) y luego en-
cuentre la ecuacion de la recta tangente en (1, %) (véase el ejemplo 3).

12. Encuentre una ecuacion de la recta tangenteay = 1/(x — 1)
en (0, —1).

13. Un experimento sugiere que un cuerpo que cae descendera
aproximadamente 16¢> pies en ¢ segundos.

(a) (Cuénto caerdentret = 0yt = 1?

(b) ;(Cudnto caerdentret = 1yt = 2?

(c) (Cudl es su velocidad promedio en el intervalo 2 = ¢t =< 3?
(d) ¢(Cual es su velocidad promedio en el intervalo 3 = ¢ = 3.01?

(e) Encuentre su velocidad instantdnea en t = 3 (véase el ejem-
plo 4).

14. Un objeto viaja a lo largo de una recta de modo que su posi-
ciénsess = 1> + 1 metros después de ¢ segundos.

(a) (Cudl es su velocidad promedio en el intervalo 2 = ¢t =< 3?
(b) (Cual es su velocidad promedio en el intervalo 2 = ¢ = 2.003?
(c) (Cudl es su velocidad promedio en el intervalo2 = ¢t = 2 + h?
(d) Determine su velocidad instantdnea ent = 2.

15. Suponga que un objeto se mueve a lo largo de un eje coorde-
nado, de modo que su distancia dirigida —medida desde el origen—
después de ¢ segundos es Ve + 1 pies.

(a) Encuentre su velocidad instantdneaent = a, a > 0.

b) ¢Cudndo alcanzard una velocidad de * pie por segundo? (Véase
13 2 prep g
el ejemplo 5).

16. Si una particula se mueve a lo largo de un eje coordenado, de
modo que su distancia dirigida —medida desde el origen— después
de tsegundos es (=t + 4t) pies, ;cudndo la particula estd momenta-
neamente detenida? (Es decir, ;en qué momento su velocidad ins-
tantdnea es cero?).

17. Cierto cultivo de bacteria crece de modo que tiene una masa
de % t> + 1 gramos después de ¢ horas.
(a) (Cuanto creci6 durante el intervalo 2 = ¢ = 2.01?

(b) ¢(Cual fue la tasa promedio de crecimiento durante el intervalo
2 =1t=201?

(c) ¢(Cual fue su tasa instantdnea de crecimiento ent = 2?

18. Un negocio esta prosperando de tal manera que su ganancia
total (acumulada) después de ¢ afios es 1000¢> délares.

(a) ¢Cudlfue suganancia durante el tercer afio (entre t = 2yt = 3)?

(b) (Cual fue su tasa promedio de ganancia durante la primera mi-
tad del tercer afio, entre t = 2yt = 2.5? (La tasa serd en ddla-
res por afio).

(c) ¢Cual fue la tasa instantdnea de gananciaent = 2?

19. Un alambre de 8 centimetros de largo es tal que la masa en-
tre su extremo izquierdo y un punto x centimetros a la derecha es de
x3 gramos (véase la figura 12).

| X cm |
\ ]
u J

—
Lamasaes x’g

Figura 12

(a) ¢Cual es la densidad promedio de los dos centimetros centrales,
es decir, del centimetro 3 al 5 de este alambre? Observacion: la
densidad promedio es igual a masa/longitud.

(b) (Cuadl es la densidad real en el punto que se encuentra a 3 centi-
metros del extremo izquierdo?

20. Suponga que el ingreso /(n) en ddlares por producir n compu-
tadoras esta dado por I(n) = 0.4n — 0.001n%. Encuentre las tasas
instantaneas de cambio del ingreso cuando n = 10y n = 100. (La ta-
sa instantdnea de cambio del ingreso con respecto a la cantidad de pro-
ducto fabricado se denomina ingreso marginal.)

21. La razén (tasa) de cambio de la velocidad con respecto al
tiempo se llama aceleraciéon. Suponga que la velocidad de una parti-
cula en el instante ¢ estd dada por v(¢) = 2¢2. Encuentre la acelera-
cién instantdnea cuando ¢t = 1 segundo.

22. Una ciudad es azotada por una epidemia de gripe asiatica.
Las autoridades estiman que ¢ dias después del inicio de la epide-
mia, el nimero de personas enfermas con la gripe estd dado por
p(t) = 1202 — 243, cuando 0 = ¢ = 40. ;A qué tasa se expande la
gripe en el instante ¢t = 10; ¢t = 20; ¢t = 40?

23. La gréfica de la figura 13 muestra la cantidad de agua en un tan-
que de la ciudad durante un dia que no se bombed el vital liquido a ese
recipiente. ;Cudl fue la tasa promedio de uso de agua durante el dia?
(Qué tan répido estaba siendo usada el agua a las 8 A.M.?

800
600

400

Miles de galones

200

4 8 12 16 20 24
Tiempo en horas

Figura 13

24. Unos pasajeros abordan un elevador en la planta baja (es de-
cir, el piso cero) y lo dejan en el séptimo piso, que se encuentra 84
pies por arriba de la planta baja. La posicion del elevador, s como
funcién del tiempo ¢ (medido en segundos), se muestra en la figura 14.

80

60

s (pies)

40

20

10 20 30 40 50 60 70 8 90
t (segundos)

Figura 14



(a) ¢Cudl fue la velocidad promedio del elevador desde el instante
que inici6 a moverse hasta que lleg6 al séptimo piso?

(b) Aproximadamente, ;cudl fue la velocidad promedio del eleva-
dor en el instante ¢ = 207

(c) ¢Cudntas paradas hizo el elevador entre la planta baja y el sép-
timo piso (exceptuando la planta baja y el séptimo piso)? ;En
qué pisos cree usted que el elevador se detuvo?

25. La figura 15 muestra la temperatura maxima normal para
San Luis, Missouri, como una funcién del tiempo (medido en dias
desde el 1 de enero).
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27. Las figuras 17a y 17b muestran la posicién s como una fun-
cién del tiempo ¢ para dos particulas que se mueven a lo largo de
una recta. Para cada particula, jla velocidad aumenta o disminuye?
Explique.

90

80

70

50

40

Temperatura maxima normal
para San Luis

30

1 31 61 91 121 151 181 211 241 271 301 331 361

Dia del ano

Figura 15

(a) En forma aproximada, ;cuadl es la tasa de cambio de la tempera-
tura maxima normal el 2 de marzo (es decir, en el dia nimero
61)? ;Cuéles son las unidades de esta tasa de cambio?

(b) Aproximadamente, ;cudl es la tasa de cambio en la temperatura
maéxima normal el 10 de julio (es decir, en el dia 191)?

(c) ¢(En cudles meses hay un momento en que la tasa de cambio es
igual a cero?

(d) ¢(En qué meses el valor absoluto de la tasa de cambio es la ma-
xima?

26. La figura 16 muestra la poblacién, en millones, de un pais en
desarrollo para los afios de 1900 a 1999. Aproximadamente, ;cudl es
la tasa de cambio de la poblacién en 1930? ;Y en 19907 Con frecuen-
cia, el crecimiento porcentual es una medida més apropiada del cre-
cimiento poblacional. Esta es la tasa de crecimiento dividida entre el
tamafio de la poblacién en ese instante. Para esta poblacidn, jcudl fue
el crecimiento porcentual aproximado en 1930? ;Y en 1990?

24

20

Poblacién (millones)

1910 1930 1950 1970 1990
Afio

Figura 16

(a) (b)
Figura 17

28. La tasa de cambio de la carga eléctrica con respecto al tiem-
po se denomina corriente. Suponga que %t3 + t coulombs de carga
fluye a través de una alambre en ¢ segundos. Encuentre la corriente,
en amperes (coulombs por segundo) después de 3 segundos. ;Cudn-
do se fundira un fusible de 20 amperes en la linea?

29. Debido a un derrame, el radio de una mancha circular de
aceite estd creciendo a una velocidad constante de 2 kilémetros por
dia. ;A qué velocidad estd creciendo el drea del derrame 3 dias des-
pués de que comenzo?

30. El radio de un balén esférico esta aumentando a una veloci-
dad de 0.25 pulgadas por segundo. Si el radio es de 0 en el instante
t = 0, encuentre la tasa de cambio del volumen en el instante ¢ = 3.

Utilice una calculadora grifica (GC) o un CAS (sistema de dlgebra
computacional) para resolver los problemas del 31 al 34.

31. Dibuje la grifica de y = f(x) = x* — 2x? + 1. Después en-
cuentre la pendiente de la recta tangente en
(@ -1 ()0 (¢ 1

32. Dibuje la grifica de y = f(x) = sen x sen® 2x. Después en-
cuentre la pendiente de la recta tangente en
(a) 7/3 (b) 2.8 (c) 7

33. Siun punto se mueve a lo largo de una recta, de modo que su

distancia s (en pies) desde 0 esta dada por s = t + t cos’t a los f se-
gundos, encuentre su velocidad instantdnea en ¢t = 3.

(d) 32

(d) 42

34. Siun punto se mueve a lo largo de una recta, de modo que su
distancia s (en metros) desde 0 esta dadapor s = (¢ + 1)*/(t + 2) a
los t minutos, encuentre su velocidad instantdnea en t = 1.6.

Respuestas a la revision de conceptos: 1. recta tangente
2. secante 3. [f(c + h) — f(c)]/h 4. velocidad promedio
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2.2
La derivada

Hemos visto que la pendiente de la recta tangente y la velocidad instantdnea son manifes-
taciones de la misma idea basica. Tasa de crecimiento de un organismo (biologia), ganan-
cia marginal (economia), densidad de un alambre (fisica) y velocidad de disolucién
(quimica) son otras versiones del mismo concepto bésico. El buen sentido matemaético
sugiere que estudiemos este concepto independientemente de estos vocabularios espe-
cializados y de sus diversas aplicaciones. Elegimos el nombre neutral de derivada, el cual
afladiremos a funcion y limite como una de las palabras clave del célculo.

Definicion Derivada

La derivada de una funcién f es otra funcién f’ (Iéase “f prima”) cuyo valor en
cualquier nimero x es

flx+h) — fx)
h

f'(x) = lim

Si este limite existe, decimos que f es derivable en x. Determinar una derivada recibe
el nombre de derivacién; la parte del cdlculo asociada con la derivada se denomina calcu-
lo diferencial.

Calculo de derivadas Ilustramos con varios ejemplos.

| EJEMPLO 1 | Sea f(x) = 13x — 6. Encuentre f'(4).
SOLUCION

£(4) = lim fl4+ h})l —f4) _ Iim [13(4 + h) — 6}]1 — [13(4) — 6]

= lim 13k = lim 13 = 13
h—0 h—0

| EJEMPLO 2 | Sif(x) = x> + 7x, encuentre f'(x).

SOLUCION
o Jx+h) = f(x)
fi(x) = Jim, h
[(x + 1) + 7(x + )] = [* + 7x]
= lim
h—0 h
3x%h + 3xh* + B3 + Th
= 11m
h—0 h

= %fmo(3x2 + 3xh + W2+ 17)

3x2 4+ 7

I: EJEMPLO 3 ‘ Si f(x) = 1/x, encuentre f'(x).
SOLUCION

1 1
, L fx+h) = f(x) x+h x
00 = fim S i
lim x_(x—i—h)l] - lim |:_hl:|
=0l (x+ h)x h =0 (x + h)x h
— l’ _1
TS (x + h)x

L
2



(c+h, f(c+ h)

Figura 1

) f©)

Figura 2
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Asi, ' es la funcién dada por f'(x) = —1/x% Su dominio es todos los nimeros reales,
exceptox = 0.

| EJEMPLO 4 | Encuentre F'(x)si F(x) = Vx, x > 0.

SOLUCION
F(x + h) — F(x)
h—0 h

Vx+h—Vx
h

F'(x)

lim
h—0
En este momento habrd notado que encontrar una derivada siempre implica tomar el
limite de un cociente, en donde el numerador y el denominador se aproximan a cero.
Nuestra tarea es simplificar este cociente, de modo que podamos cancelar un factor #,
del numerador y del denominador, permitiéndonos con ello evaluar el limite por susti-
tucién. En el ejemplo actual, esto puede realizarse por medio de la racionalizacién del
numerador.

o) - 1 [\/)T—\/}.\/er\/}}
00 = i h Vx+h+ Vx

3 x+h—x
Iim

=0 p(Vx + b+ V)

h
i
0 h(Vx + h + Vx)

= Iim

1
=0 \/x + h + Vx

1 1
T Vit Vx 2Vx

Asi, F', la derivada de F, estd dada por F'(x) = 1/(2\/;). Su dominio es
(0, 00).

Formas equivalentes de la derivada No hay nada sagrado acerca del uso de
la letra & en la definicién de f'(c). Por ejemplo, observe que

fle+h) = f(e)

e = fim T
o flet ) = f(©)
= lim
p—0 p
St~ f(o)
= lim
s—0 N

Un cambio mds radical, pero todavia s6lo un cambio de notacion, puede entenderse
comparando las figuras 1 y 2. Observe como x toma el lugar de ¢ + A, y por lo tanto
x — c reemplaza a h. En consecuencia,

o) = tim L0

x—c X —C

Obsérvese que en todos los casos el nimero en el que f' se evalda se mantiene fijo
durante la operacién del limite.
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Figura 3

[E]EMPLOS ‘Utilice el udltimo recuadro para determinar g'(c) si g(x) =
2/(x + 3).

SOLUCION

22

, . 8(x)—gle)  x+3 c+3

g'(c)=lim ——— = lim ——
x—c X —C x—c X —C
. [2(c+3)—2(x+3) 1 ]
e (x +3)(c +3) X —c

o [ —2(x - ¢) 1 ]

x—c (x+3)(c+3) x—c

= lim 2 —
x=c (x +3)(c+3)  (c+3)?

Aqui hemos manipulado el cociente hasta que pudimos cancelar el factor x — ¢ del
numerador y del denominador. Entonces pudimos evaluar el limite.

|: EJEMPLO 6 ‘ Cada una de las siguientes es una derivada, pero ;de qué funcién?
.Y en qué punto?

2_2

(4 + h)? — x 3

@ i ® fin 1=
SOLUCION

(a) Esta es la derivada de f(x) = x*>en x = 4.
(b) Esta es la derivada de f(x) = 2/x enx = 3.

Derivabilidad implica continuidad Si una curva tiene una recta tangente en
un punto, entonces esa curva no puede dar un salto ni oscilar demasiado en ese punto.
La formulacién precisa de este hecho es un teorema importante.

IS nERA Derivabilidad implica continuidad

Si f'(c) existe, entonces f es continua en c.

Demostracion Necesitamos demostrar que llm f(x) = f(c). Empezamos por es-
cribir f(x) de una manera especial.

f =50 + T o s
Por lo tanto,
lim (x) = lim | f(c) + %ﬁf“)-u - )
= lim f(e) + lim M x_)c( — )
= f(c) + f'(¢)-0
= f(c) [

El inverso de este teorema es falso. Si una funcién f es continua en ¢, no se sigue
que f tenga una derivada en c. Esto es facil de ver considerando f(x) = |x| en el ori-
gen (véase la figura 3). Esta funcion en verdad es continua en cero. Sin embargo, no tiene
una derivada alli, como ahora lo demostramos. Observe que



Ay

Figura 5

—
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F0+h) = £(0) _ 0+l —lo] _ |n

h h h
Asi,
ti LO TR ZIO) g I h
h—0* h h—0" h h—0" h

mientras que

Iim FO+ k) = f(O) = Iim M = lim —
h—0" h h—0" h h—0" h

—h
=1

Ya que los limites por la derecha y por la izquierda son diferentes,

I f(O+ h) — f(0)
im
h—0 h

no existe. Por lo tanto, f'(0) no existe.

Un argumento similar muestra que cualquier punto en donde la gréfica de una fun-
cién continua tenga una esquina o vértice, la funcidn no es derivable. La grafica en la fi-
gura 4 indica algunas formas para que una funcién no sea derivable en un punto.

i y =f(x)
Tangente
vertical
| | | |
X
a b\ /c
fno es continua, fes continua, fes continua
por lo tanto, no pero no y
es derivable derivable derivable
Figura 4

Para la funcién que se muestra en la figura 4 la derivada no existe en el punto c,en don-
de la recta tangente es vertical. Esto es porque

L fleth) = (o)
m = o0
h—0 h

Esto corresponde al hecho de que la pendiente de una recta vertical no estd definida.

Incrementos Si el valor de una variable x cambia de x; a x,, entonces x, — xq, el
cambio de x, se denomina un incremento de x y por lo regular se denota por Ax (léase
“delta x”). Obsérvese que Ax no significa A por x.Six; = 4.1y x, = 5.7, entonces

Ax =x, —x1=57—-41=1.6
Six; = cyx, = c + h, entonces
Ax=x—x1=c+h—c=h
Ahora suponga que y = f(x) determina una funcién. Si x cambia de x; a x,, en-

tonces y cambia de y; = f(x1) a y, = f(x;). Asi, al incremento Ax = x, — xj enx,
existe un correspondiente incremento en y dado por

Ay =y =y = f(x2) = f(x1)

|7 EJEMPLO 7 ‘ Seay = f(x) = 2 — x% Encuentre Ay cuando x cambia de 0.4 a
1.3 (véase la figura 5).
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(x + Ax, f(x + Ax))
flx + Ax)+
i
|Ay
|
FOO T O, f(X)) o e
! I
T T
X X+ Ax
Figura 6

SOLUCION
Ay = f(1.3) = £(04) = [2 = (13)?] = [2 = (0.4)?] = =153
Notacion de Leibniz para la derivada Ahora, suponga que la variable in-

dependiente cambia de x a x + Ax. El cambio correspondiente en la variable dependien-
te, y, serd

Ay = f(x + Ax) = f(x)
y la razén

Ay f(x+ Ax) - f(x)

Ax Ax

representa la pendiente de una recta secante que pasa por (x, f(x)), como se muestra
en la figura 6. Cuando Ax — 0, la pendiente de esta recta secante tiende a la recta tan-
gente, y para esta ultima pendiente utilizamos el simbolo dy/dx. Por lo tanto,

Wy A gy SO RO

dx Ax—>0 Ax  Ax—0 Ax

Gottfried Wilhelm Leibniz, contempordneo de Isaac Newton, llamé a dy/dx cociente
de dos infinitesimales. El significado de la palabra infinitesimal es vago y no lo utiliza-
remos. Sin embargo, dy/dx es un simbolo estdndar para la derivada y lo usaremos con
frecuencia de ahora en adelante.

La grafica de la derivada Laderivada f’'(x) proporciona la pendiente de la rec-
ta tangente a la gréfica de y = f(x) en el valor de x. Por lo tanto, cuando la recta tan-
gente estd ascendiendo hacia la derecha, la derivada es positiva, y cuando la recta
tangente estd descendiendo hacia la derecha, la derivada es negativa. Por lo tanto, pode-
mos obtener una gréfica aproximada de la derivada dando solo la grafica de la funcién.

|7 EJEMPLO 8 ‘Dada la grafica de y = f(x) que se muestra en la primera parte
de la figura 7, haga un bosquejo de la grafica de la derivada f'(x).

SOLUCION Para x < 0, la recta tangente a la grafica de y = f(x) tiene pendiente
positiva. Un cdlculo aproximado a partir de la grafica sugiere que cuando x = —2, la
pendiente es alrededor de 3. Conforme nos movemos de izquierda a derecha a lo largo
de la curva en la figura 7, vemos que la pendiente sigue siendo positiva (durante un
tiempo), pero las rectas tangentes se hacen cada vez mds planas (horizontales). Cuando
x = 0, la recta tangente es horizontal y nos dice que f'(0) = 0. Para x entre 0 y 2, las
rectas tangentes tienen pendiente negativa, lo cual indica que la derivada serd negativa en
este intervalo. Cuando x = 2, nuevamente estamos en un punto en donde la recta tan-
gente es horizontal, por lo que la derivada es igual a cero cuando x = 2. Parax > 2,1a
recta tangente tiene pendiente positiva otra vez. La grafica de la derivada f'(x) se
muestra en la dltima parte de la figura 7.

La recta tangente )
tiene pendiente 0 Y =/ ()
3F cuandox=0y

cuando x =2

2 /- 1 2 3 4 x I
La recta tangente
-l tiene pendiente 3

Figura 7

cuando x = -2
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Revision de conceptos

1. Laderivada fen x estd dada por f'(x) = lim . De for-
ma equivalente, f'(x) = lim =0
t—x

2. La pendiente de la recta tangente a la graficade y = f(x) en
el punto (c, f(c)) es .

3. Sifes derivable en c, entonces f es en c. El inverso es
falso, como se demostré mediante el ejemplo f(x) =

4. Siy = f(x), ahora tenemos dos simbolos diferentes para la
derivada de y con respecto a x. Son y .

Conjunto de problemas 2.2
En los problemas del 1-4, utilice la definicion

o) — i L€ =S

h—0 h
para encontrar la derivada indicada.
1. f'(1)sif(x) = x2
1
3. f(3)sif(r) =1 —1t 4 S @sifls) =

En los problemas del 5-22, use f'(x) = %in})[f(x + h) — f(x)]/h
para determinar la derivada en x.

2 f1(2)sif(r) = ()

5 s(x)=2x+1
7. r(x) =3x>+ 4
9. f(x)=ax*+bx+c 10. f
1. f(x) = x>+ 222+ 1 12, g(x) =x*+ x2

13. h(x) :% 4. 5(x) = - i ;

15, F() = 6. F(x) =5
17. G(x) = 2;:41 18. G(x) = x212x -
19. g(x) = V3x 2. 8() ==

21. H(x) = S 2. Hx) =Vx* + 4

Vx-2
En los problemas del 23-26, use f'(x) = }E}}[f(t) = f(O/It — x]
para determinar f'(x) (véase el ejemplo 5).
23. f(x) = x*> — 3x 24, f(x) = x* + 5x
X x+3

26. f(x) =

x—5 X

25. f(x) =

En los problemas del 27 al 36 el limite dado es una derivada, pero ;jde
qué funcion? ;Y en qué punto? (Véase el ejemplo 6).

2(5 + h)® = 2(5)°

27, lfm h
B+ h)?+23+h)—15
28. lim
h—0 h
o o x* -4 X+ x-30
29. lim 30. lim —————
=2 x — 2 x—3 x—3
t2 2 3 _ x3
R T 2. lim 2
t—>x [ — X p=x p — X
2 2
t seén x — sén
33. lim = 34, lim 2t T RY
x—=>t X — t x—y X -y

cos(x + h) — cos x tan(t + h) — tant
35. lim 3. lim ——

h—0 h h—0 h

En los problemas del 37 al 44 se da la grdfica de una funcion'y = f(x)

Utilice esta grdfica para bosquejar la grifica dey = f'(x),
37. y 38. y

4+~ 4

2 2
1~ 1\
| | | | | 1 1 1 | L 1

-3 2 - 1 2 3 Py

39.

41.

43. v 44. v

SN L

| | |]k| 1 1 1 P /"I | |
; E 7/(2/17]_1 2 3 x

En los problemas del 45 al 50 determine Ay para los valores dados de
X1y X, (véase el ejemplo 7).

45 y=3x+2,x;=1,x, =15

46. y =3x*+2x + 1,x =0.0,x, = 0.1
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1
47. y = ;, x1=10,x, =12

48. y = P 0,x, =0.1
3
[Clg9. y = ot = 2340 =231
[C]50. y = cos2x, x; = 0.571, x, = 0.573

En los problemas del 51 al 56 primero determine y simplifique

Ay f(x+ Ax) — f(®)
Ax Ax

Luego determine dy/dx tomando el limite de su respuesta cuando
Ax—0.

51 y = x? 52, y=x>—3x°
53, = 54 =1+ l
YT T i x
y y
5 y = f(x)
4
4
3
3
2
\2 . y=g(x)
i I 23 45 6 7 x
T 2 3 4 5 6 7 x
Figura 8 Figura 9
55 _x—1 56 _ ¥ -1
YT F Y x

57. Con base en la figura 8, estime f'(0), f'(2), f'(5),y f'(7).
58. Con base en la figura 9, estime g'(—1), g'(1), g'(4),y g'(6).

59. Haga un bosquejo de la grificade y = f'(x)en—1 < x <7
para la funcién f de la figura 8.

Figura 10

60. Haga un bosquejo de la graficadey = g'(x)en—1 < x <7
para la funcién g de la figura 9.

61. Considere la funcién y = f(x), cuya gréfica estd bosquejada
en la figura 10.

(a) Estime f(2), f'(2), £(0.5),y f'(0.5).
(b) Estime la tasa de cambio promedio en f sobre el intervalo
05 =x=25.

(¢) Enelintervalo —1 <
(d) Enelintervalo —1 <

< 7,¢(endénde lim f(u) no existe?
u—x

< 7, (en dénde f no es continua?

(f) Enelintervalo —1 < x < 7,;en dénde f'(x) = 0?
< 7,¢iendénde f'(x) = 1?
62. La figura 14 en la seccién 2.1 muestra la posicién s de un ele-

vador como funcién del tiempo . {En qué puntos la derivada existe?
Bosqueje la derivada de s.

X
X

(e) Enelintervalo —1 < x < 7, ;en dénde f no tiene derivada?
X
x

(g) Enelintervalo —1 <

y

20

~10 —

Figura 11

63. La figura 15 en la seccion 2.1 muestra la temperatura maxima
normal para San Luis, Missouri. Haga un bosquejo de la derivada.

64. La figura 11 muestra dos funciones. Una es la funcién f, y la

10—

Figura 12

otra es su derivada f’. ;Cual es cual?

65. La figura 12 muestra tres funciones. Una es la funcion f; otra
es su derivada f’, a la cual llamaremos g; y la tercera es la derivada
de g. ;Cual es cual?

66. Suponga que f(x + y) = f(x)f(y) para toda x y toda y.
Muestre que si f'(0) existe, entonces f'(a) existe y f'(a) =
f(a)f'(0).
mx +b six <2
7. =
67. Sea f(x) {xz siy=2
Determine m y b de modo que f'sea diferenciable en todas partes.

68. La derivada simétrica f (x) se define como

flx+h) —f(x—h)
2h

f(x) = lim



(b) fes una funcién par.
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72. Dibuje las gréficas de f(x) = cos x — sen(x/2) y su deri-

70. Demuestre que la derivada de una funcién impar es una fun- ~ vada f'(x) en el intervalo [0, 9] utilizando los mismos ejes.
cién par y que la derivada de una funcién par es una funcién impar. (a) En este intervalo, ;en dénde f'(x) > 0?

Utilice un CAS para resolver los problemas 71 y 72.

(b) En este intervalo, jen dénde f(x) aumenta cuando x aumenta?
(c) Haga una conjetura. Experimente con otros intervalos y otras

71. Dibuje las graficas de f(x) = x* — 4x® + 3 y su derivada funciones para sustentar esta conjetura.

f'(x) en elintervalo [—2, 5] utilizando los mismo ejes.

(a) Eneste intervalo, ;en dénde esta f'(x) < 0? Respuestas a la revision de conceptos: 1. [f(x + k) — f(x)]/h;
(b) En este intervalo, jen dénde f(x) disminuye cuando x aumenta? [f() = fF(x))/(t = x) 2. f'(c) 3. continua; |x]|

(c) Haga una conjetura. Experimente con otros intervalos y otras 4. f'(x); %

funciones para sustentar esta conjetura.

2.3
Reglas para encontrar

derivadas
f Operacion I
[ e D Y
Entrada “ Salida
Un operador
Figura 1
L Y x, k) (x+h k)
fx) ® —
fx)=k
I I
X x+h .
Figura 2

El proceso de encontrar la derivada de una funcién de manera directa a partir de la de-
finicion de la derivada, esto es, estableciendo el cociente de diferencias

flx+h) — fx)
h

y evaluando su limite, puede consumir tiempo y ser tedioso. Vamos a desarrollar herra-
mientas que nos permitan acortar este largo proceso —de hecho, nos permitird encon-
trar derivadas de las funciones mds complicadas que se vean.

Recuerde que la derivada de una funcién f es otra funcién f'. En la seccién ante-
rior vimos que si f(x) = x° + 7x es la férmula para f, entonces f'(x) =3x>=7 es la
férmula para f’. Cuando tomamos la derivada de f, decimos que estamos derivando a
f.La derivada opera sobre f para producir f’. Con frecuencia utilizamos el simbolo D,
para indicar la operacién de derivacion (véase la figura 1). El simbolo D, indica que es-
tamos tomando la derivada (con respecto a la variable x) de lo que sigue. Asi, escribi-
mos D, f(x) = f'(x) o (en el caso antes mencionado) D,(x* + 7x) = 3x> + 7. Esta
D, es un ejemplo de un operador. Como sugiere la figura 1, un operador es una funcioén
cuya entrada es una funcién y cuya salida es otra funcion.

Con la notacién de Leibniz, que se introdujo en la seccidn pasada, ahora tenemos
tres notaciones para la derivada. Si y = f(x), podemos denotar la derivada de f por
medio de

dy

Fx o Df) o

. . d . .
Ahora utilizaremos la notacién ir para querer decir lo mismo que el operador D,.
X

Las reglas para la constante y la potencia La grafica de la funcion constan-
te f(x) = k es una recta horizontal (véase la figura 2), que, por lo tanto, tiene pendiente
cero en todas partes. Esta es una manera de entender nuestro primer teorema.

IE0 5 EWY Regla para la funcion constante

Si f(x) = k, donde k es una constante, entonces para cualquier x, f'(x) = 0; esto es,

Dy(k) = 0

Demostracion
I R et 1) N e S
fO=fim = S fm T hmo=0 .
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y f)=x

fax+h—+ +hx+h

foo) - (x, x) __}_,l___l

Figura 3

La gréfica de f(x) = x es una recta que pasa por el origen y tiene pendiente 1 (véa-
se la figura 3); de modo que debemos esperar que la derivada de esta funcién sea 1 para
toda x.

10 EnERH Regla para la funcién identidad

Si f(x) = x, entonces f'(x) = 1; esto es,

D.(x)=1
Demostracion
o fx+h)—f(x) x+h—-x . h _
frx) = Jim h SHm e T my =l "

Antes de iniciar con nuestro siguiente teorema, recordemos algo de dlgebra; como
elevar un binomio a una potencia.

(a + b)? = a® + 2ab + b*
(a + b)® = da® + 3a®b + 3ab* + b
(a + b)* = a* + 4a’b + 6a°b* + 4ab® + b*

n(n —

1
5 )a”*zb2 + o+ nab"l + bt

(a + b)" = a" + na" 'b +

IE0EnENEH Regla para la potencia

n

Si f(x) = x", donde £ es un entero positivo, entonces f'(x) = nx""!; esto es,

Dy(x") = nx""1

Demostracion
on L fe+h) = f(x) o (x+h) = X"
00 = fim S — i S
-1 n(n=1) , ., -1
x" + nx" h+Tx”h+-~+nxh" + ht = X"
= Jim, h
-1
H nx ! 7’1(’12 )x”_zh + oo+ oaxh"? !
= Jim, K

Dentro de los corchetes, todos los términos —excepto el primero— tienen a £ como
factor, y asi que para todo valor de x cada uno de estos términos tiene limite cero cuan-
do A se aproxima a cero. Por lo tanto,

f'(x) = nx"! |
Como ejemplos del teorema C, observe que
D.(x*) =3x2  D(x°) =9%*  D(x') = 100x”

D, es un operador lineal El operador D, se comporta muy bien cuando se
aplica a multiplos constantes de funciones o sumas de funciones.

105N Regla del multiplo constante

Si k es una constante f es una funcién derivable, entonces (kf)'(x) = k- f'(x); esto
es,

D[k f(x)] = k-Df(x)

En palabras, una constante k, que multiplica, puede “sacarse” del operador D,.
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Demostraciéon Sea F(x) = k- f(x). Entonces

F(x + h) — F(x) "l k-f(x + h) — k-f(x)

F’ = i
() it} h h—0 h
e SR ) [t h) — ()
=limk-—————=k-lim ———F———
h—0 h h—0 h
= k- f'(x)
El penultimo paso fue fundamental. Pudimos pasar k a través del signo de limite a con-
secuencia del teorema principal de limites parte 3. |

Ejemplos que ilustran este resultado son
D(—7x%) = =TDy(x%) = =7-3x* = —21x?

D(5x°) = 5Dy(x%) = §-9x* = 124°

IO EnENSE Regla para la suma
Si fy g son funciones derivables, entonces (f + g)'(x) = f'(x) + g'(x); esto es,

D[f(x) + g(x)] = D, f(x) + Dyg(x)

En palabras, la derivada de una suma es la suma de las derivadas.

Demostraciéon Sca F(x) = f(x) + g(x). Entonces

[Flx+ h) + g(x + b)] = [f(x) + g(x)]

F(x) = Jim h
Operador fineal o [fO ) f() | glx+ h) — g(x)
El significado fundamental de la B ;.li% h - h

palabra lineal, como se utiliza en
matematicas, es el que se da en esta o f(x+h) = f(x) o glx+h) — g(x)
seccién. Un operador L es lineal si - %IE}) h + ,EIE}) h

satisface las dos condiciones clave:

=[f'(x) +g'(x)

m L(ku) = kL(u)
B L(u+w) = L(u) + L(v) Nl}evlamente,/el' pentltimo paso fue el fundamental. Estd justificado por el teorema

principal de limites parte 4. |
Los operadores lineales desempefian
un papel central en el curso de Cualquier operador L con la propiedad establecida en los teoremas D y E se deno-
dlgebra lineal, que muchos lectores mina lineal; esto es, L es un operador lineal si para todas las funciones fy g:
de esta obra cursaran.

1. L(kf) = kL(f), para toda constante k;

Funciones de la forma
f(x) = mx + bse denominan 2. L(f +g) = L(f) + L(g)

funciones lineales a consecuencia de

- > Los operadores lineales aparecerdn una y otra vez en este texto: D, es un ejemplo par-
su relacién con lineas rectas. Esta

ticularmente importante. Un operador lineal siempre satisface la regla de diferencia

terminologia puede ser confusa, ya _ _ _ . .
que no todas las funciones lineales L(f = 8) = L(f) = L(g), establecida enseguida para D

son lineales, en el sentido de opera-
dores. Para ver esto, observe que

flkx) = m(kx) + b

JE0EnER S Regla para la diferencia

) Si f'y g son funciones derivables, entonces (f — g)'(x) = f'(x) — g'(x); esto es,
mientras que

kf(x) = k(mx + b) D[f(x) — g(x)] = D.f(x) — D.g(x)

Por lo tanto, f(kx) # kf(x) a
menos que b sea cero. La demostracién del teorema F se deja como ejercicio (véase el problema 54).
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I EJEMPLO 1 |Encuentre las derivadas de 5x* + 7x — 6 y 4x® = 3x° — 10x* +
5x + 16.

SOLUCION
D,(5x% + Tx — 6) = Dy(5x> + 7x) — Dy(6) (Teorema F)
(5x%) + D,(7x) — D,(6) (Teorema E)
= 5D.(x?) + 7D,(x) — D,(6) (Teorema D)
=52x+7-1-0 (Teoremas C, B, A)
=10x + 7

Para encontrar la derivada siguiente, notamos que los teoremas de sumas y diferencias
se extienden a cualquier ndmero finito de términos. Asi,

D,(4x% — 3x° — 10x% + 5x + 16)
= D,(4x%) — D,(3x°) — D,(10x%) + D,(5x) + D,(16)
= 4D,(x%) — 3D, (x°) — 10D,(x?) + 5D,(x) + D,(16)
= 4(6x°) — 3(5x*) — 10(2x) + 5(1) + 0
=24x> — 15x* = 20x + 5

El método del ejemplo 1 nos permite encontrar la derivada de cualquier polino-
mio. Si conocemos la regla de la potencias y hacemos que se vuelva natural, casi segu-
ramente usted obtendra el resultado correcto. También, con la préctica, encontrard que
puede escribir la derivada de manera inmediata, sin tener que escribir todos los pasos
intermedios.

Reglas para el producto y el cociente Ahora tendremos una sorpresa. Hasta
aqui, hemos visto que el limite de una suma o diferencia es igual a la suma o diferencia
de los limites (teorema 1.3A, partes 4 y 5); el limite de un producto o de un cociente es
el producto o el cociente de los limites (teorema 1.3A, partes 6 y 7), y que la derivada
de una suma o diferencia es la suma o diferencia de las derivadas (teoremas E y F). Asi,
(qué podria ser mds natural que tener que la derivada de un producto es el producto
de las derivadas?

Esto podria parecer natural, pero es erréneo. Para ver por qué, mirese el ejemplo
siguiente.

I:FJEMPLOZ ‘Sea g(x)=xh(x)=1+2x,yf(x) = g(x)-h(x) = x(1 + 2x).
Encuentre D, f(x), D.g(x),y Dh(x),y demuestre que D, f(x) # [D.g(x)][Dh(x)].

SOLUCION
D, f(x) = Dx(1 + 2x)]
Dy(x + 2x?)
=1+ 4x
D.g(x) =Dx =1
D.h(x) = D (1 +2x) =2

Obsérvese que
Dy(g(x))Dy(h(x)) =1-2 =2
mientras que
D, f(x) = Dg(x)h(x)] =1 + 4x
Por lo tanto, D, f(x) # [D,g(x)][Dh(x)].



Memorizacién

Algunas personas dicen que la
memorizacion estd pasada de moda
y que sdlo el razonamiento ldgico es
importante en matemaéticas. Estdn
equivocadas. Algunas cosas, (incluso,
las reglas de esta seccion) deben
convertirse en parte de nuestro
aparato mental para que puedan
utilizarse sin detenerse a reflexionar.

“La civilizacién avanza extendiendo el
nimero de operaciones importantes
que podemos realizar sin pensar acerca
de ellas”.

Alfred N. Whitehead
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Que la derivada de un producto debe ser el producto de las derivadas parecia tan na-
tural que, incluso, engaii6 a Gottfried Wilhelm von Leibniz, uno de los descubridores del
calculo. En un manuscrito del 11 de noviembre de 1675, Leibniz calculé la derivada
del producto de dos funciones y dijo (sin verificarlo) que era igual al producto de las de-
rivadas. Diez dias después, se dio cuenta del error y dio la regla correcta para el produc-
to, que presentamos como teorema G.

Regla para el producto

Sify g son funciones derivables, entonces

(f-8)'(x) = f(x)g'(x) + g(x)f'(x)

Esto es,

D[f(x)g(x)] = F(x)D.g(x) + g(x)Dyf(x)

Esta regla debe ser memorizada en palabras como sigue: la derivada de un produc-
to de dos funciones es la primera por la derivada de la segunda, mds la segunda por la
derivada de la primera.

Demostracion Sca F(x) = f(x)g(x). Entonces

F(x + h) — F(x)

F'(x) = %11)%

h
i flx + h)g(x + h) — f(x)g(x)
_hlg(l) h
L G g+ h) = fx  B)g(x) + fx + Mg(x) — f(x)(x)
h—0 h
x+h) — glx x+h) — flx
i e+ 1y BEFRLZ B | S D = 1)

glx + h) — g(x)
h

flx+h) — f(x)
h

fin G+ 1) i - sl i

= f(x)g'(x) + g(x)f'(x)

La deduccién que se acaba de dar depende, primero, del truco de sumar y restar la
misma cosa, es decir, f(x + h)g(x). Segundo, casi al final, utilizamos el hecho de que

lim f(x + k) = £(x)

Esto es sélo una aplicacion del teorema 2.2A (que dice que la derivabilidad en un pun-
to implica continuidad alli) y la definicion de continuidad en un punto. |

| EJEMPLO 3 | Encuentre la derivada de (3x* — 5)(2x* — x) mediante el uso de
la regla del producto. Verifique su respuesta resolviendo el problema de una forma di-
ferente.

SOLUCION
D[ (3x* = 5)(2x* — x)| = (3x% = 5)D,(2x* — x) + (2x* — x)D,(3x* = 5)

= (3x* = 5)(8x — 1) + (2x* — x)(6x)
= 24x° — 3x% — 40x° + 5 + 12x° — 6x7
=36x° — 40x> — 9x* + 5

Para verificar, primero multipliquemos y luego tomemos la derivada.

(3x> = 5)(2x* — x) = 6x° — 10x* — 3x° + 5x
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Asi,
D[ (3x* = 5)(2x* — x)| = D(6x°) — D,(10x*) — D,(3x) + D,(5x)
=36x> — 40x* — 9x? + 5

Regla para el cociente

Sean f'y g funciones derivables con g(x) # 0. Entonces

Y, gx)f'(x) = f(x)g'(x)
(g) (x) = g% (x)

Es decir,

f(x)\  8(x)D.f(x) = f(x)D.g(x)
Dx(g(X)) g (x)

Le recomendamos ampliamente que lo memorice en palabras como sigue: la deri-
vada de un cociente es igual al denominador por la derivada del numerador menos el
numerador por la derivada del denominador, todo dividido entre el cuadrado del deno-
minador.

Demostracién Sea F(x) = f(x)/g(x). Entonces

Fr(x) = ;llll)% F(x + h})l — F(x)
fx+h)  fx)
- glx +h) g(x)

h—0 h

o SFG ) ~ f)glx )
h—0 h g(x)g(x + h)

- [ 1) ~ S * flalte) ~ Fato + 1
h—0 h

: 1}
g(x)g(x + h)

iy fx +h) — f(x) gx + h) — g(x) 1
= tinf s T o
. B , 1
i GOIEOR OO ey =
d (3x = 5)
|: EJEMPLO 4 ‘ Encuentre Em
SOLUCION
d d
d[3x _ 5} ) (x* + 7)5(3)6 -5 - (3x - S)E(Jc2 +7)
dx[x2+17]) (x> +7)?
_ (x> + 7)(3) — (3x — 5)(2x)
(x? +7)?

_ =3x* + 10x + 21
(x? + 7)?




|: EJEMPLO § ‘ Encuentre D,ysiy =

SOLUCION
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L3
*+1 X

2 3
Dy =DJ|———)+D[>
w=n(2)+n2)

_ (P 1)D(2) - 2D(x* + 1) L *Dx(3) — 3D(x)

(x4 + 1)2 x2
_ (¢ +1)(0) - (2)(4x) N (x)(0) = (3)(1)
(x* +1)? x?

N S

—8x3 3

|7 EJEMPLO 6 ‘ Demuestre que la regla para la potencia se cumple para exponen-
tes enteros negativos, es decir,

Dx(x_") = —nx "1

_ 1 x"0—1-nx" ! —px"! I
Dx(x n) = Dx<xn) = X2 = 2 = —nx"
Como parte del ejemplo 5, vimos que D,(3/x) = —3/x% Ahora tenemos otra

forma de ver la misma cosa.

Revision de conceptos

1. La derivada de un producto de dos funciones es la primera
por mas la por la derivada de la primera. En simbolos,
Dy[f(x)g(x)] =

2. La derivada de un cociente es el

por la derivada del
numerador, menos el numerador por la derivada del ,todo divi-

. En simbolos, D, [f(x)/g(x)}

dido entre el

3. Elsegundo término (el término que incluye a /) en la expan-
sibnde (x + h)"es . Este hecho lleva a la férmula Dx[x”] =

4. L se denomina operador lineal, si L(kf) = y

L(f +¢g) =
es un operador lineal.

. El operador de derivacién denotado por

Conjunto de problemas 2.3

En los problemas del 1 al 44, encuentre D,y mediante las reglas de
esta seccion.

1. y=2x? 2. y=3x°
3. y=mx 4.y:7-rx3
5. y=2x? 6. y=-3x*
7 y=2T g y=2
.y X .y x3
o, 100 oy 3
- x° - 4x3
1.y = x>+ 2x 12, y=3x*+ %3

1B.y=x*+2+x2+x+1
14. y =3x* — 2% — 5> + wx + @
15. y = wx’ — 2x° — 5x72

16. y=x2+5x2 — mx10

3

17. y:;+x_4 18. y=2x°%+ x!
21 31
19.y—;—? 20.y—;—?

1 2 2
21.y=a+2x 22.y=§*§
23, y=x(x>+ 1) 24 y =3x(x*—1)
25. y = (2x + 1)? 26. y = (—3x +2)?

27, y=(*+2)(x*+1) 28 y=(x*-1)(2+1)
29 y= (x> +17)(x* = 3x + 1)

30 y=(x*+2x)(x*+ 242+ 1)

3. y=(5x> = 7)(Bx* —2x + 1)

32, y=(3x>+2x)(x* —=3x + 1)
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1 2
33 y=—— Moy=——
Y 3x2 + 1 Y 562 — 1
1 4
B YT Tt 0 Y= Ty
- _x—1 18 _2x -1
YT 1 S
3 2 -1 g0, yo X4
"V T 3k +s Y
al 2P —-3x+ 1 © x4+ 2x -6
R SR P
Z-x+1 2-2x+5
Byl a, y= L EES
x“+1 x*+2x—-3

45. Sif(0) = 4,f'(0) = —1,g(0) = =3,y g’'(0) = 5, encuen-
tre () (f-8)'(0) ®)f +8)(0)  (©(f/g)'(0)

46. Sif(3)=17,f'(3) =2,8(3) =6,yg'(3) = —10, encuen-
tre @ (f —¢)'(3) () (f-8)'3) (o (&/)3)

47. Utilice la regla del producto para mostrar que D, [f(x) ] 2=

2+ f(x)* Dif(x).
48. Desarrolle una regla para D, [f(x)g(x)h(x)]

49. Encuentre la ecuacién de la recta tangentea y = x> — 2x + 2
en el punto (1,1).

50. Encuentre la ecuacién de la recta tangentea y = 1/(x* + 4)
en el punto (1, 1/5).

51. Encuentre todos los puntos en la grafica de y = x> — x2,

donde la recta tangente es horizontal.

52. Encuentre todos los puntos en la graficade y = %x3 + x%—x,
en donde la recta tangente tenga pendiente 1.

53. Encuentre todos los puntos en la grafica de y = 100/x°,
donde la recta tangente sea perpendicular a la recta y = x.

54. Demuestre el teorema F de dos formas.

55. La altura, s, medida en pies, a la que se encuentra un balén,
por encima del suelo a los ¢ segundos estd dada por s = —16¢% +
40t + 100.

(a) ¢Cudl es su velocidad instantdneaent = 2?
(b) (Cudndo su velocidad instantdnea es cero?

56. Una pelota rueda hacia abajo a lo largo de un plano inclina-
do, de modo que su distancia s desde su punto de inicio después de ¢
segundos es s = 4.5t + 2t pies. {Cuando su velocidad instantanea
serd de 30 pies por segundo?

57. Existen dos rectas tangentes alacurva y = 4x — x* que pasan
g y quep
por el punto (2, 5). Encuentre las ecuaciones de ambas. Sugerencia: sea

2.4

(x9, yo) un punto de tangencia. Determine dos condiciones que (xg, yo)
debe satisfacer. Véase la figura 4.

5 2,5
2.5 Mosca

s (e Y0)

Figura 4

Figura 5

58. Una viajera espacial se mueve de izquierda a derecha a lo largo
de la curva y = x% Cuando apague los motores, continuara viajando
alo largo de la recta tangente en el punto en que ella esté en ese mo-
mento. ;En qué momento debe apagar los motores para que alcance
el punto (4, 15)?

59. Una mosca se arrastra de izquierda a derecha a lo largo de la
parte superior de la curva y = 7 — x? (véase la figura 5). Una arafia
espera en el punto (4, 0). Determine la distancia entre los dos insec-
tos cuando se ven por primera vez.

60. Sea P(a, b) un punto en la parte del primer cuadrante de la
curva y = 1/x suponga que la recta tangente en P interseca al eje x
en A. Demuestre que el tridngulo AOP es isésceles y determine su
drea.

61. El radio de una sandia esférica esta creciendo a una veloci-
dad constante de 2 centimetros por semana. El grosor de la cdscara
siempre es la décima parte del radio. ;Qué tan rapido esta creciendo
el volumen de la céscara al final de la quinta semana? Suponga que el
radio inicialmente es cero.

62. Vuelva a resolver los problemas del 29 al 44 en una compu-
tadora y compare sus respuestas con las obtenidas de forma manual.

Respuestas a la revision de conceptos: 1. la derivada de la se-
gunda; segunda; f(x)D,g(x) + g(x)D,f(x) 2. denominador,
denominador; cuadrado del denominador;

[8(x)D.f (x) = F(x)Dg(x))/g*(x) 3. nx"'hynx""!

4. kL(f): L(f) + L(g); Dy

La figura 1 nos recuerda la definicién de las funciones seno y coseno. En lo que sigue, ¢

debe considerarse como un nimero que mide la longitud de un arco en el circulo uni-

Derivadas de
funciones
trigonométricas

tario o, de forma equivalente, como el niimero de radianes en el dngulo correspondien-
te. Por lo tanto, f(#) =sent y g(¢t) = cost son funciones para las cuales tanto el
dominio como el rango son conjuntos de nimeros reales. Podemos considerar el pro-
blema de determinar sus derivadas.

Formulas de las derivadas Elegimos utilizar x en lugar de t como nuestra varia-
ble basica. Para determinar D,(sen x), apelamos a la definicién de la derivada y utili-
zamos la identidad de suma de dngulos para sen(x + h).



(cos x, sen x)

(1,0

Figura 1

¢Pudo haber adivinado?

La curva con linea continua es la
grafica de y = sen x. Observe que la
pendiente es 1 en 0,0 en 77/2,-1 en 7
y asi sucesivamente. Cuando grafi-
camos la funcién de las pendientes
(1a derivada), obtenemos la curva
con linea discontinua. ;Pudo haber
adivinado que D,sen x = cos x?

Y
1 -
° S \ <
" ~ ’ I
1

N &~ X
o SIS b

Trate de graficar estas dos funciones
en la misma ventana en su CAS o en
su calculadora grafica.
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sen(x + h) — sen x
D,(senx) = }llm}) A

sen x cos h + cos x sen & — sen x

g h
B Hm(— L LTcosh senh)
= lim | —senx —— = + cosx —
1 —cosh . senh
= (—sen x)bli% } + (cos x)[}lllir(l) W }

Observe que los dos limites en esta tltima expresion son exactamente los limites estu-
diados en la seccion 1.4. En el teorema 1.4B demostramos que

h 1-cosh
lim Sl =1y lim 2 =

=0 h h—0 h 0

Por consiguiente,

D (senx) = (—senx)-0 + (cosx)-1 = cos x

De manera anéloga,

cos(x + h) — cos x
h

D,(cos x) = %in})

cos x cosh — sen x sen i — cos x

o h
i <_ 1—cosh senh)
= lim { —cos x —— == —senx —

= (—cosx)+-0 — (senx)-1
= —sen x

Resumimos estos resultados en un teorema importante.

Teorema A

Las funciones f(x) = sen x y g(x) = cos x son derivables y,

D.(senx) =cosx  D,(cosx) = —senx

[SIERS =

y=3sen 2x

Figura 2

|7 EJEMPLO 1 ‘ Encuentre D (3 sen x — 2 cos x).

SOLUCION
D, (3senx — 2cosx) = 3D, (senx) — 2D,(cos x)

=3cosx + 2senx

|: EJEMPLO 2‘ Encuentre la ecuacién de la recta tangente a la gréafica de
y = 3sen x en el punto (m, 0). (Véase la figura 2.)

p d
SOLUCION La derivada es o _ 3 cos x, asi que cuando x = r, la pendiente es
x
3 cos m = —3. Mediante la forma punto pendiente para la recta determinamos que
una ecuacion de la recta tangente es
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=3(x — )
—3x + 37

y—0

y

Las reglas del producto y del cociente son utiles al evaluar derivadas de funciones
que incluyan a las funciones trigonométricas.

|: EJEMPLO 3 ‘ Determine D, (x*sen x).

SOLUCION Aqui se necesita la regla del producto.

D, (x*sen x) = x*D,(sen x) + sen x(D,x*) = x*cos x + 2x sen x

1+
I EJEMPLO 4 | Determine i(ﬂ)

dx cos X

SOLUCION Para este problema es necesaria la regla del cociente.

d d
—(1+ - (1+ —
d (1 N senx) _ cos x(dx(l sen x)) (1 + sen x)(dxcos x)

dx\_ cos x cos® x
cos® x + sen x + sen® x
B cos® x
1 +senx
"~ costx

[ EJEMPLO 5 ‘ En el instante ¢ segundos el centro de un corcho, que estd flotando
en el agua, es y = 2 sen ¢ centimetros por arriba (o por debajo) del nivel del agua.
(Cuél es la velocidad del corchoent = 0, /2, 7?

p d
SOLUCION La velocidad es la derivada de la posicién y di}t] = 2 cos t. Por lo tanto,

dy dy T
cuando t = O’E =2cos0 =2, cuando t = W/Z,E = 20055 =0, y cuando

dy
t=m,—— =2cosm = —2.
dt

Como las funciones tangente, cotangente, secante y cosecante estdn definidas en
términos de las funciones seno y coseno, las derivadas de estas funciones pueden obte-
nerse con base en el teorema A mediante la aplicacion de la regla del cociente. Los re-
sultados se resumen en el teorema B; véanse los problemas del 5 al 8.

Teorema B

Para todos los puntos x en el dominio de la funcién,

D, tan x = sec’ x D, cot x = —csc? x

D,sec x = sec x tan x D, csc x = —csc x cot x

|7 EJEMPLO 6 ‘ Determine D, (x" tan x) paran = 1.
SOLUCION  Aplicamos la regla del producto junto con el teorema B.

D, (x"tan x) = x"D,(tan x) + tan x(D,x")

= x"sec? x + nx" tan x

|7 EJEMPLO 7 ‘ Determine la ecuacion de la recta tangente a la graficade y = tan x
enel punto (7/4,1).
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. d
SOLUCION Laderivadade y = tan x es ﬁ = sec? x. Cuando x = 7 /4, la derivada

2 2
es igual a seczg = (\/> = 2. Asi que la recta requerida tiene pendiente 2 y pasa
2

T
y—1—2<x—4>

+1

por (m/4,1). Por lo tanto,

ar
=2y — —
y X )

|7 EJEMPLO 8 ‘ Determine todos los puntos en la gréfica de y = sen” x donde la
recta tangente es horizontal.

SOLUCION Larecta tangente es horizontal cuando la derivada es igual a cero. Para
obtener la derivada de sen?® x, utilizamos la regla del producto.

——sen? x = ——(sen x sen x) = sen X cos X + Sen X cos X = 2 Sen x cos X

dx dx

El producto de sen x y cos x es igual a cero cuando sen x o cos x son iguales a cero; esto

0 :tﬂ. + :t377
es,en x = 0, +—, 7, £/, ....
2 2
Revision de conceptos
1. Por la definicién, D (sen x) = lim Los dos limites mostrados tienen los valores y ,
=0 respectivamente.

2. Para evaluar el limite en la proposicion anterior, primero uti-
lizamos la identidad de la suma de angulos para la funcién seno y
luego realizamos un poco de dlgebra para obtener

D, (sen x) = (—sen x)(illimow) +

(cos x)< lim Sez h)

3. El resultado del célculo en la proposicién anterior es la im-
portante férmula de la derivada D,(sen x) = ___ . La correspon-
diente férmula para la derivada D,(cos x) = ___ se obtiene de
manera analoga.

4. En x = 7/3, D.(sen x) tiene el valor ___. Por lo tanto, la
ecuacién de la recta tangenteay = sen x enx = /3 es

h—0

Conjunto de problemas 2.4

En los problemas del 1 al 18 encuentre D y.

1.
3.
5.

11.
13. y

15.

17.

y=2senx + 3cosx

y =
y =

sen2 x + COS2 X

secx = 1/cos x

sén x

tan x
Ccos X

sen x + cos x
COS X

s€n x CoSs x
sen x

X

x2 COs x

tan® x

2.
4.
6.

8.

10.

12.
14.

16.

18.

y =
y =
y =

19. Encuentre la ecuacién de la recta tangente a y = cos x en
2

sen” x x =1
1 - cos’x 20. Encuentre la ecuacién de la recta tangente a y = cot x en
cscx = 1/sen x X = %
cotx = % 21. Utilice la identidad trigonométrica sen 2x = 2 sen x cos x

junto con la regla del producto para determinar D, sen 2x.
sen x + cos x

22. Utilice la identidad trigonométrica cos2x = 2 cos’x — 1

tan x
junto con la regla del producto para determinar D, cos 2x.
sen x tan x . . .
1 — cos x 23. Una rueda de la fortuna de 30 pies de radio esta girando en

X sentido contrario a las manecillas del reloj, a una velocidad angular
de 2 radianes por segundo. ;Qué tan répido se eleva (verticalmente)
un asiento en el borde de la rueda cuando esta 15 pies por encima de
la recta horizontal que pasa por el centro de la rueda? Sugerencia:
use el resultado del problema 21.

X cosx + sen x
X2 +1

sec3 X
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24. Una rueda de la fortuna de 20 pies de radio esta girando en
sentido contrario a las manecillas del reloj, a una velocidad angular de
1 radidn por segundo. Un asiento en el borde de la rueda esta en (20, 0)
ent=0.

(a) ¢Cudles son sus coordenadas en = 7/6?
(b) (Qué tan répido se estd elevando (verticalmente) en ¢ = 7/6?

(c) ¢Qué tan répido se estd elevando (verticalmente) cuando lo hace
a la velocidad méxima?

25. Encuentre la ecuacion de la recta tangente a y =tan x en x =0.

26. Encuentre todos los puntos en la grafica de y = tan’x, donde
la recta tangente es horizontal.

27. Encuentre todos los puntos en la grafica de y =9 sen x cos x,
donde la recta tangente es horizontal.

28. Seaf(x)=x—sen x. Encuentre todos los puntos en la gréfica de
vy =f(x),donde la recta tangente es horizontal. Encuentre todos los pun-
tos en la grafica de y = f(x), donde la recta tangente tiene pendiente 2

29. Demuestre que las curvas y = V2 sen x yy= V2 cos x
se intersecan en dngulos rectos sobre cierto punto, con 0 < x < 77/2.

30. A lostsegundos, el centro de un corcho que se balancea esta
3 sen 2f centimetros arriba (o abajo) del nivel del agua. ;Cudl es la
velocidad del corcho en t =0, /2, 7?

2.5
La regla de la cadena

31. Utilice la definicién de la derivada para demostrar que

D (sen x?) =2x cos x°.

32. Utilice la definiciéon de la derivada para demostrar que
D, (sen 5x) =5 cos Sx

Los problemas 33 y 34 son ejercicios para computadora o calcu-
ladora grdfica.
33. Seaf(x)=xsenx.
(a) Dibuje las gréficas de f(x) y de f'(x) en [, 67].
(b) ¢Cuantas soluciones tiene f(x) =0 en [, 67]? ; Cudntas solucio-
nes tiene f'(x) =0 en este intervalo?

(c) ¢En lasiguiente conjetura, qué es incorrecto? Si fy f’ son funcio-
nes continuas y derivables en [a, b], si f(a) =f(b) =0,y si f(x) =0
tiene exactamente 7 soluciones en [a, b], entonces f'(x) =0 tiene
exactamente n — 1 soluciones en [a, b].

(d) Determine el valor méximo de | f(x) — f'(x) | en [, 67].

34. Sea f(x) = cos®x — 1.25 cos’x + 0.225. Determine f'(x,) en el
punto x, en [7/2, 7] donde f(xy) =0.

Respuestas a la revision de conceptos:
1. [sen(x + h) — senx]/h 2. 0;1
3. cosx;—senx 4. %;y - \/3/2 = %(x — 1/3)

Imagine que trata de encontrar la derivada de

F(x)=(2x*—4x +1)%

Podriamos encontrar la derivada, pero primero tendriamos que multiplicar los 60 fac-
tores cuadraticos de 2x*> — 4x + 1 y después derivar el polinomio resultante. Y qué tal si
trata de encontrar la derivada de

G(x)=sen 3x

Podriamos ser capaces de utilizar algunas identidades trigonométricas para reducirla a
algo que dependa de sen x y cos x y después usar las reglas de la seccién anterior.

Por fortuna, existe un método mejor. Después de aprender la regla de la cadena,
seremos capaces de escribir las respuestas

F'(x) = 60(2x* — 4x + 1) (4x — 4)

G'(x) =3 cos 3x

La regla de la cadena es tan importante que rara vez usted derivard alguna funcién sin

utilizarla.

Derivada de una funcién compuesta Si David puede mecanografiar dos veces
mads rapido que Maria, y Maria puede mecanografiar tres veces mas rapido que José,
entonces David puede mecanografiar 2 X 3 = 6 veces mads rapido que José.

Considere la funcion compuesta y = f(g(x)). Si hacemos u = g(x), entonces podre-
mos pensar en f como una funcién de u. Suponga que f(«) cambia el doble de rapido que
u,y u=g(x) cambia tres veces mas rapido que x. ; Qué tan rdpido estd cambiando y? Los
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enunciados “y = f(u) cambia el doble de rapido que u”y “u = g(x) cambia tres veces
mas rdpido que x” pueden volver a enunciarse como

d du

gy, de g

du dx
Aligual que en el parrafo anterior, parece como si las tasas se multiplicaran; es decir, la

tasa de cambio de y con respecto a x debe ser igual a la tasa de cambio de y con respecto
a u por la tasa de cambio de u con respecto a x. En otras palabras,

dy _dy  du

dx du’ dx

Esto en realidad es cierto, y haremos un bosquejo de la demostracion al final de la seccion.
El resultado se denomina regla de la cadena.

Regla de la cadena

Sean y = f(u) y u = g(x). Si g es derivable en x y f es derivable en u = g(x), en-
tonces la funciéon compuesta f o g, definida por (f° g)(x) = f(g(x)), es derivable
enxy

(fo8)(x)=/"(8(x))g'(x)

Esto es,
D.f(g(x)) =f"(g(x))g'(x)
o
dy _dydu
dx dudx

Puede recordar la regla de la cadena de esta manera: la derivada de una funcion
compuesta es la derivada de la funcion exterior evaluada en la funcién interna, por la de-
rivada de la funcién interna.

Aplicaciones de la regla de la cadena Empezamos con el ejemplo (2x* —
4x +1)® introducido al inicio de esta seccién.

| EJEMPLO 1 | Siy=(2x*—4x +1)®, encuentre D,y.

SOLUCION Consideramos a y como la sexagésima potencia de una funcién de x;esto es
y=u® y u=2x*—4x+1

La funcién exterior es f(u) = u® y la funcién interna es u = g(x) = 2x> — 4x + 1. Por lo
tanto,

D,y = D.f(g(x))
= f'(u)g'(x)
= (60u>)(4x — 4)
= 60(2x% — 4x + 1)¥(4x — 4)

d
[ EJEMPLO 2 | Siy = 1/(2x° — 7)* encuentre ﬁ.
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Primero el dltimo

Aqui estd una regla informal que pue-
de ayudarle a utilizar las reglas de las
derivadas.

El ultimo paso en el cdlculo corresponde
al primer paso en la derivacion.

Por ejemplo, el dltimo paso al
calcular (2x + 1)3, es elevar al cubo

2x + 1, de modo que primero aplicaria
la regla de la cadena a la funcién cubi-
ca. El dltimo paso al calcular

-1

2 +1

es tomar el cociente, de modo que la
primera regla que se utiliza en la deri-
vacion es la regla del cociente.

SOLUCION Considérelo de esta manera.
1 3 5
y=—>3=u y u=2x -7
u
Asi,
dy _dy du
dx du dx
= (=3u*)(10x%)
-3
= —.10x*
u
B —30x*
(x> — 7)*
£ =2+ 1\°
| EJEMPLO 3 | Encuentre D, .3 )

SOLUCION El iltimo paso en el célculo de esta expresion seria elevar la expresion
interna al exponente 13. Por lo tanto, iniciamos aplicando la regla de la cadena a la fun-
cién y =u'3,donde u= (£ —2t+1)/(t* + 3). La regla de la cadena seguida de la regla del
cociente da

B =2+ 1\ B—2+ 1\ P-4+
() = () (e
"+ 3 '+ 3 "+ 3

3 13(? -2t + 1)1204 +3)(3t2 —2) — (3 — 2t + 1)(4%)
tt+3 (t* + 3)?

B 13(1‘3 -2t + 1)12—1‘6 + 6t — 4 + 92 — 6
*+3 (t* + 3)?

La regla de la cadena simplifica el cdlculo de muchas derivadas que incluyen fun-
ciones trigonométricas. Aunque es posible derivar y = sen 2x mediante identidades tri-
gonométricas (véase el problema 21 de la seccidn anterior), es mucho més sencillo
utilizar la regla de la cadena.

d
|7 EJEMPLO 4 ‘ Si y =sen 2x, determine dl
X

SOLUCION El dltimo paso en el calculo de esta expresion seria tomar el seno de la
cantidad 2x. Por lo tanto, utilizamos la regla de la cadena sobre la funcién y = sen u,
donde u=2x.

dy d
i (cos 2x)<dex> = 2 cos 2x

| EJEMPLO 5 | Determine F'(y), en donde F(y) =y sen )

SOLUCION El dltimo paso en el cdlculo de esta expresion seria multiplicar y y sen
y?, por lo que iniciamos con la aplicacién de la regla del producto. Se necesita la regla
de la cadena cuando derivamos sen y°.

F'(y) = yD,[sen y’] + (sen y*)D,(y)

= y(cos y*)D,(y*) + (sen y*)(1)

= 2y* cos y> + sen y?



Notacién para la derivada

En esta seccion hemos utilizado las
diferentes notaciones para la derivada,
a saber,

f'(x)
dy
dx

D, f(x)
Ahora usted debe estar familiarizado

con todas estas notaciones. Todas ellas
se utilizaran en el resto del libro.
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(1 - x)3>'

I EJEMPLO 6 | Determine Dx(
1+ x

SOLUCION El iltimo paso en el célculo de esta expresion serfa tomar el cociente.
Asi, se aplica primero la regla del cociente. Pero observe que cuando tomamos la deri-
vada del numerador, debemos aplicar la regla del producto y luego la regla de la cadena.

<x2(1 - x)3> _a+ x)Dy(x*(1 — x)*) — x*(1 — x)*Dy(1 + x)

1+ x 1+ x)?
_ (1 + x)[x*Dy(1 — x)* + (1 — x)’Dy(x*)] — x¥*(1 — x)3(1)
(1 + x)?
_ (L4 9PE0I - x)’(-1) + (1 - x)°Qx)] - £°(1 — x)°
(1 + x)?
(1 + x)[-3x2(1 — x)% + 2x(1 — x)°] — x*(1 — x)°
- (1 + x)?
(1 + x)(1 — x)%x(2 — 5x) — x*(1 — x)?
Bl (1 + x)?

| EJEMPLO 7 | Determine i%.
dx (2x — 1)
SOLUCION
d 1 d d 6
——=—(2x - 1) =-32x - =2 - 1) = ———

En este dltimo ejemplo fuimos capaces de evitar la regla del cociente. Si utiliza la
regla del cociente, notard que la derivada del numerador es 0, lo cual simplifica el
calculo. (Debe comprobar que la regla del cociente da la misma respuesta anterior).
Como regla general, si el numerador de una fraccién es una constante, entonces no uti-
lice la regla del cociente; en lugar de eso, escriba el cociente como el producto de una
constante y la expresion en el denominador elevada a una potencia negativa; luego
aplique la regla de la cadena.

|7 EJEMPLO 8 ‘ Exprese las siguientes derivadas en términos de la funciéon F(x).
Suponga que F es derivable.

(a) D(F(x%) 'y (b) D[(F(x))’]

SOLUCION

(a) El dltimo paso en el célculo de esta expresion seria aplicar la funcién F. [Aqui, la
funcién interna es = x> y la funcién externa es F(i)]. Por lo tanto

D(F(x%) = F'(x*)Dy(x°) = 3x* F'(x%)

(b) Para esta expresion, primero evaluariamos F(x) y luego elevariamos al cubo el re-
sultado. [Aqui, la funcién interna es u = F(x) y la funcién externa es u°]. Asi que
primero aplicamos la regla de la potencia y luego la regla de la cadena.

D[(F(x))’] = 3[F(x)PDu(F(x)) = 3[F(x)F'(x)

Aplicacion de la regla de la cadena mas de una vez Algunas veces, cuan-
do aplicamos la regla de la cadena a una funciéon compuesta encontramos que la deriva-
cién de la funcion interna también requiere de la regla de la cadena. En casos como
éste, basta con utilizar la regla de la cadena una segunda vez.
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| EJEMPLO 9 | Encuentre D, sen’(4x).

SOLUCION Recuerde que sen®(4x) = [sen(4x)]?, de modo que vemos esto como el
cubo de una funcién de x. Asi, al aplicar nuestra regla, “derivada de la funcién exterior
evaluada en la funcidn interior por la derivada de la funcién interna”, tenemos

D, sen’(4x) = D [sen(4x)]® = 3[sen(4x)]’ ' D [sen(4x)]
Ahora aplicamos la regla de la cadena una vez mds para la derivada de la funcién interna.
D, sen’(4x) = 3[sen(4x)]>"'D, sen(4x)
= 3[sen(4x)]? cos(4x)D,(4x)
= 3[sen(4x)]* cos(4x)(4)
= 12 cos(4x) sen’(4x)

|7 EJEMPLO 10 ‘ Encuentre D, sen[cos(x?)].

SOLUCION

D, sen[cos(x?)] = cos[cos(x?)] - [—sen(x?)] - 2x

—2x sen(x?) cos[cos(x?)]

|7 EJEMPLO 11 ‘ Suponga que las graficas de y = f(x) y y = g(x) son como se mues-
tran en la figura 1. Utilice estas gréficas para aproximar (a) (f—g)'(2) y (b) (f° g)'(2).

SOLUCION
(a) Por elteorema 2.3F, (f—g)'(2) =f'(2) — g'(2). Con base en la figura 1, podemos de-
1
terminar que f'(2) =1y g'(2) = > Por lo tanto,

r-p@=1-(-3)-3

1
(b) Con base en la figura 1, podemos determinar que f'(1) = > Por lo tanto, por la re-
gla de la cadena

(f = 8)(2) = F(s2)g'2) = '(1)g'(2) = ;(—;) -5

. Una demostracion parcial de la regla de la cadena Ahora podemos dar
3 K‘ » unesbozo de la demostracion de la regla de la cadena.

[ Y5 P

Demostracion Supongamos que y =f(u) y u = g(x), que g es derivable en x y que f
es derivable en u = g(x). Cuando a x se le da un incremento Ax, existen incrementos co-
y rrespondientes en u y y dados por

Au = g(x + Ax) — g(x)
Ay = f(g(x + Ax)) — f(g(x))
flu+ Au) = f(u)

Asi,
dy Ay . Ay Au

—— = lim — = lim —
dx Ax—>0Ax Ax—0Au Ax

Iim 2, Iim %

Fi 1
Igura Ax—0 Au Ax—0Ax
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Como g es derivable en x, es continua alli (véase el teorema 2.2A), y de este modo
Ax — 0 fuerza a Au — 0. De aqui que,
dy_ dy du

0 AV, Au
dx Ali-)O Au A;—>0 Ax du dx

z

Esta demostracion es muy directa, pero desafortunadamente contiene un error
sutil. Existen funciones u = g(x) con la propiedad de que Au = 0 para algunos puntos en
toda vecindad de x (la funcién constante g(x) = k es un buen ejemplo). Esto significa
que la division entre Au en nuestro primer paso podria no ser legal. No hay una forma
sencilla de dar la vuelta a esta dificultad, aunque la regla de la cadena es vdlida, incluso
en este caso. Damos una demostracion completa de la regla de la cadena en el apéndice

(véase la seccién A.2, teorema B). |

Revision de conceptos

1. Siy=f(u),donde u = g(t), entonces D,y = D,y- .En
notacién de funciones, (f° g)'(f) =
2. Siw = G(v),donde v = H (s), entonces
Daw = Dyv. En notacién de funciones (G H)'(s) =

3. Dy cos[(f(x))*] = —sen( ) D( ).

4. Siy = (2x + 1)>sen(x?), entonces D,y =
(2x + 1)%- + sen(x?) -

Conjunto de problemas 2.5

En los problemas del 1 al 20 encuentre D.y.
Ly=(>1+x)b 2. y=(7+x)
3. y=(3-2x)° 4. y = (4 + 2x%
5. y=(-22+3x+ D16 y=@r—-x+1)7

1 1
YT sy YT Gt x 3y
9. y =sen(x? + x) 10. y = cos(3x? — 2x)
1. y =cos’ x 12. y = sen*(3x?)
13. y=(x+1)3 14. y=(x_2)73
x—1 X —
15. y = cos( 3x* ) 16. y = cos3< x* )
x +2 1—-x
17. y= 3x — 2)’(3 — x?)? 18. y = (2 — 3x)*x" + 3)}
19.y=L1)2 20, y= X3
3x — 4 ( 2 4 4)2

En los problemas del 21 al 28 encuentre la derivada que se indica.

21. y’'dondey = (x? + 4)2
3t —23°

23. D

3 ’(t+5)

2. 4 <L — 2)3>

22. y'dondey = (x + sen x)?
2
=9
24. D
S<s+4>

d 3
26. 70 (sen” 0)

dr\ t+5

2. ? dond (Senx>3
. ——,don =
dx €Y cos 2x

dy )
28. a donde y = [sen ¢ tan(¢” + 1)]

En los problemas del 29 al 32 evaliie la derivada que se indica.

®. r@sif = (21

x + 2

30. G'(1)siG(1) = (& + 9)°(¢* - 2)*
(€131, F'(1)si F(r) = sen(f* + 3t + 1)
32. g'(%) si g(s) = cos s sen® 7rs

En los problemas del 33 al 40 aplique la regla de la cadena mads de una
vez para encontrar la derivada que se indica.

33. D [sen*(x® + 3x)] 34. D,[cos’(4t — 19)]
+ 1

35. D,[sen’(cos )] 36. D{cos“(%)}

37. Dy[cos*(sen 6%)] 38. D, [xsen?(2x)]

39. %{sen[cos(sen 2x)][} 40. %{COSZ[COS(COS Ol}

En los problemas 41 al 46 utilice las figuras 2 y 3 para aproximar las
expresiones que se indican.

Figura 2 Figura 3
4. (f +g)'(4) 2. (f -2
43. (fg)'(2) 4. (f/g)'(2)
45. (f © g)'(6) 46. (g ° f)'(3)

En los problemas del 47 al 58 exprese la derivada que se indica en tér-
minos de la funcién F(x). Suponga que F es derivable.

47. D (F(2x)) 48. D (F(x*+1))
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49. D,((F(1))?) 50. d%(ﬁ)
51. diz (1 + (F(22)))? 52, d%(yz + F(lyz))
53. d%F(cosx) 54, :—xcos F(x)

55. D, tan F(2x) 56. :—xg(tan 2x)

57. D.(F(x)sen® F(x)) 58. D, sec® F(x)

59. Dado que f(0) =1y f'(0) = 2, determine g'(0) en donde
g(x)=cos f(x).
60. Dado que F(0) =2y F'(0) = —1, determine G'(0) en donde
x
Glx) = 1 + sec F(2x)
61. Dado que f(1)=2,f'(1)=—1,g(1) =0y g'(1) = 1, determine
F'(1),en donde F(x) = f(x) cos g(x).

62. Determine una ecuacién de la recta tangente a la grafica de

y=1+xsen 3x en (%, 1). (En doénde esta recta corta al eje x?

63. Determine todos los puntos en la grafica de y = sen” x, donde
la recta tangente tiene pendiente 1.

64. Encuentre la ecuacién de la recta tangente a y = (x> + 1)3
(x*+1)%en (1,32).

?5. Determine la ecuacién de la recta tangente a y = (x> + 1) 2 en
(1.3)-

66. (En dénde cruza el eje x la recta tangente a y = (2x + 1)* en
0,1)?

67. Larectatangente ay=(x>+1)Zen (1, i) , (en donde cruza
el eje x?

68. Un punto P estd moviéndose en el plano de modo que sus
coordenadas después de ¢ segundos son (4 cos 2¢, 7 sen 2t), medidas
en pies.

(a) Demuestre que P esta siguiendo una trayectoria eliptica. Suge-
rencia: demuestre que (x/4)? + (y/7)* = 1, que es una ecua-
cién de una elipse.

(b) Obtenga una expresion para L, la distancia de P al origen en el
instante ¢.

(¢) ¢Qué tan rdpido estd cambiando la distancia entre Py el origen

cuandot = /87 Necesitara el hecho de que Du( \/l;): 1/ (2\/1?)
(véase el ejemplo 4 de la seccién 2.2).

69. Una rueda con centro en el origen y de radio 10 centimetros
gira en sentido contrario a las manecillas del reloj, a una velocidad de
4 revoluciones por segundo. Un punto P en el borde estd en (10, 0)
cuando t=0.

(a) ¢Cuadles son las coordenadas de P después de ¢ segundos?

(b) (A qué velocidad se esté elevando (o descendiendo) P en el ins-
tante t=1?

70. Considere el dispositivo rueda-pistén de la figura 4. La rueda
tiene radio de 1 pie y gira en sentido contrario a las manecillas del re-
loj, a 2 radianes por segundo. La varilla conectada tiene 5 pies de lon-
gitud. El punto P estd en (1,0) cuando r=0

(a) Encuentre las coordenadas de P en el instante 7.

(b) Encuentre la ordenada (coordenada y) de Q en el instante ¢ (la
abscisa siempre es cero).

(c) Determine la velocidad de Q en el instante . Necesitara el he-
cho de que Du(\/l;) = 1/(2\/;{).

Figura 4

71. Haga el problema 70, suponiendo que la rueda estd girando a
60 revoluciones por minuto y ¢ se mide en segundos.

72. La cardtula de un reloj comin tiene un radio de 10 centime-
tros. Un extremo de una cuerda eldstica se sujeta al borde en el 12 'y
el otro extremo a la punta del minutero, que es de 10 centimetros de
longitud. ; A qué velocidad se estd estirando la cuerda a las 12:15 (su-
poniendo que el reloj no se retrasa debido a este estiramiento)?

73. El horario y el minutero de un reloj son de 6 y 8 pulgadas de
longitud, respectivamente. ;Qué tan rapido se estan separando las
manecillas a las 12:20 (véase la figura 5)? Sugerencia: ley de los cosenos.

Figura 5

74. Encuentre el tiempo aproximado entre las 12:00 y la 1:00
cuando la distancia s entre las puntas de las manecillas del reloj de la
figura 5 estd aumentando mds rapidamente, esto es, cuando la derivada
ds/dt es mayor.

75. Sea x; el valor positivo mas pequeiio de x en el que las curvas
y=sen xy y=sen 2x se intersecan. Determine x, y también el dngu-
lo agudo en el que las dos curvas se intersecan en x, (véase el proble-
ma 40 de la seccién 0.7).

76. Un tridngulo isésceles estd coronado por un semicirculo, como
se muestra en la figura 6. Sea D el 4rea del tridngulo AOB y E, el
drea de la region sombreada. Determine una férmula para D/E en tér-
minos de ¢y luego calcule

D
Iim —

Iim b
y -7 FE

t—0" E
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0
Figura 6

77. Demuestre que D.|x| = |x|/x, x # 0. Sugerencia: Escriba

|x| = V2 y utilice la regla de la cadena con u = x>

78. Aplique el resultado del problema 77 para encontrar
Dx|)c2 - 1.

79. Aplique el resultado del problema 77 para encontrar
D, |sen x|.

80. En el capitulo 6 estudiaremos una funcién L que satisface
L'(x) = 1/x. Encuentre cada una de las siguientes derivadas.
(a) Di(L(x%)) (b) Dy(L(cos" x))

81. Seaf(0)=0yf'(0)=2.Encuentre la derivada de f(f(f(f(x))))
enx=0
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82. Suponga que fes una funcién derivable.

(a) Encuentre%f(f(x)). (b) Encuentre d%f(f(f(x)))

(c) Dendtese con fI" 1a funcién definida como sigue fll=fy fl" =
foflUparan=2.Porlo que, fH=fof,fBl=fo fof,y asi suce-
sivamente. Con base en sus resultados de las partes (a) y (b), ha-
ga una conjetura considerando % fI"l. Demuestre su conjetura.

83. Proporcione una segunda demostracion de la regla del co-

ciente. Escriba
o) =2l ta)

y utilice la regla del producto y la regla de la cadena.

84. Suponga que fes derivable y que existen nlimeros reales x; y

X tales que f(x1) = x5 y f(x2) = xy. Sea g(x) = f(f(f(f(x)))). De-

muestre que g'(x;) = g'(x,)

Respuestas a la revision de conceptos: 1. Du; f'(g(¢))g'(¢)
2. Dw; G'(H(s))H'(s) 3. (f(x))% (f(x))?
4. 2x cos(x?); 6(2x + 1)?

2.6 La operacién de derivacién toma una funcién f'y produce una nueva funcién f’. Si aho-

Derivadas de orden
superior

ra derivamos f’, producimos otra funciéon denotada por f” (1éase “f biprima”) y deno-
minada segunda derivada de f. A su vez, puede derivarse, y de ahi producir f”, que se
denomina tercera derivada de f, y asi sucesivamente. La cuarta derivada se denota con

™, 1a quinta derivada se denota con £, etcétera.

Por ejemplo, si

entonces

f(x)=2x>—4x*+7x — 8

fi(x)=6x*—8x+7
f'(x)=12x — 8
f7(x) = 12
F9(x) =0

Como la derivada de la funcién cero es cero, la cuarta derivada y todas las derivadas de
orden superior de f serdn cero.

Hemos introducido tres notaciones para la derivada (ahora también llamada la
primera derivada) de y = f(x). Son

d
Dy &

1) .

denominadas, respectivamente, notacion prima, notacion D y notacién de Leibniz. Hay
una variacion de la notacién prima, y’, que se utilizard en ocasiones. Todas estas nota-
ciones tienen extensiones para derivadas de orden superior, como se muestra en la si-
guiente tabla. Observe especialmente que la notacidon de Leibniz, aunque complicada,
le parecié mas apropiada a Leibniz. El pensé que es mas natural escribir

d(dy) &y
dx \ dx como de
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La notacién de Leibniz para la segunda derivada se lee la segunda derivada de y respec-

to ax.
Notaciones para las derivadas de y = f(x)
f’ vy’ D Notacién de
Derivada Notaciéon Notacién Notacién Leibniz
Pri , , D dy
rimera f'(x) y B i

d*y

Segunda (%) y" D2y —
dx
d’y

Tercera f"(x) y"” D3y -3
dx
d*y

Cuarta F®(x) y® Dty —
dx
dn

n-ésima F(x) y D%y dx{

\ EJEMPLO 1 | Siy=sen 2x, encuentre d>y/dx>, d*y/dx*y d"?y/dx"%.

SOLUCION
d
dfy = 2 cos 2x
X
d2
TZ = —2%sen 2x
x
d3
Tz = —23cos 2x
X
d4
dfi = 2%sen 2x
X
dS
7d )5) = 2% cos 2x
X
d12
7d 1); =22 sen 2x [ |
x

Velocidad y aceleracion En la seccién 2.1 utilizamos la nocién de velocidad ins-
tantdnea para motivar la definicién de la derivada. Revisemos esta nocién por medio
de un ejemplo. También, a partir de ahora, utilizaremos la sola palabra velocidad en lu-
gar de la frase mas larga velocidad instantinea.

\ EJEMPLO 2 | Un objeto se mueve a lo largo de un eje coordenado, de modo que

su posicion s satisface s = 22 — 12t + 8, donde s se mide en centimetros y ¢ en segundos
con ¢t = 0. Determine la velocidad del objeto cuando =1y cuando ¢ = 6. ;En qué mo-
mento la velocidad es cero? ;Cuando es positiva?

SOLUCION Si utilizamos el simbolo v(¢) para la velocidad en el instante ¢, entonces

d
v(t)=d—:=4t—12

v(1) = 4(1) — 12 = —8 centimetros por segundo

v(6) = 4(6) — 12 = 12 centimetros por segundo



Medicion del tiempo

Sit = 0 corresponde al momento
presente, entonces ¢t < 0 correspon-
de al pasado,y ¢t > 0 al futuro. En
muchos problemas, serd obvio que
s6lo estamos interesados con el futu-
ro. Sin embargo, como el enunciado
del ejemplo 3 no especifica esto,
parece razonable permitir que ¢
tenga tanto valores negativos como
positivos.

v o+ 0 - 0 +

|
I
2 6

Figura 2
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La velocidad es cero cuando 4¢ — 12 =0, esto es, cuando ¢ = 3. La velocidad es positiva cuan-
do 4t—12>0, o cuando ¢ > 3. Todo esto se muestra de manera esquematica en la figura 1.

W
PN
)

Figura 1

Por supuesto, el objeto estd moviéndose a lo largo del eje s, no sobre la trayectoria
sefialada. Pero la trayectoria sefialada muestra lo que le sucede al objeto. Entre t=0y
t= 3 la velocidad es negativa; el objeto se mueve hacia la izquierda (regresando). En el
instante ¢ = 3 se ha “frenado” a una velocidad cero. Después inicia a moverse hacia la
derecha conforme su velocidad se vuelve positiva. Asi, velocidad negativa corresponde
al movimiento en la direcciéon que disminuye s; velocidad positiva corresponde a mo-
verse en la direccion que aumenta s. Un estudio riguroso de estos puntos se daré en el
capitulo 3.

Hay una distincién técnica entre las palabras velocidad y rapidez.La velocidad tie-
ne un signo asociado con ella; puede ser positiva o negativa. Rapidez se define como el
valor absoluto de la velocidad. Por lo tanto, en el ejemplo anterior, la rapidezent=1es
|—81 = 8 centimetros por segundo. El medidor en la mayoria de los automéviles es un
rapidezometro, ya que siempre da valores no negativos.

Ahora queremos dar una interpretacién fisica a la segunda derivada d’s/dt>. Por
supuesto, sélo es la primera derivada de la velocidad. Asi, mide la razén de cambio de
la velocidad con respecto al tiempo, la cual tiene el nombre de aceleracion. Si se deno-
ta por medio de a, entonces

dv d’s
a=—=—¢
dt  dr?
En el ejemplo 2,5 =272 — 12t + 8. Asf,
ds
=—=4-12
v dt
d’s
a=—5=
dr?

Esto significa que la velocidad estd aumentando a una razén constante de 4 centime-
tros por segundo cada segundo, que podemos escribir como 4 centimetros por segundo
por segundo, 0 4 cm/seg?.

|7 EJEMPLO 3‘ Un objeto se mueve a lo largo de un eje coordenado horizontal
de tal manera que su posicion en el instante ¢ estd especificada por

s =1 — 1262 + 36t — 30

Aqui s se mide en pies y t en segundos

(a) ¢(Cuéndo es cero la velocidad?

(b) (Cuéndo es positiva la velocidad?

(c) (Cuéndo se estd moviendo el objeto hacia la izquierda (es decir, en la direccién
negativa)?

(d) (Cuéndo es positiva la aceleracién?

SOLUCION

() v =ds/dt =3t> — 24t + 36 = 3(t — 2)(t — 6). Asi,v =0ent =2yent=6.

(b) v > 0 cuando (t — 2)(t+ — 6) > 0. En la seccién 0.2 aprendimos cémo resolver

desigualdades cuadraticas. La solucién es {t:t < 20¢ > 6} o en notacién de in-
tervalos, (—00,2) U (6, 00); véase la figura 2.
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v=v, en t=0

Nivel del suelo

Figura 4

(c) El objeto estd moviéndose hacia la izquierda cuando v < 0; esto es, cuando (¢ — 2)
(t—6) <0. Esta desigualdad tiene como solucién el intervalo (2, 6).

(d) a = dv/dt = 6t — 24 = 6(¢t — 4). Por lo tanto, a > 0 cuando ¢ > 4. El movimien-
to del punto se muestra de manera esquemadtica en la figura 3.

1=9

-80 -60 —40 -20 0 20 40 60 80

Figura 3

Problemas sobre un cuerpo que cae Siun objeto se lanza directamente hacia
arriba (o hacia abajo) desde una altura inicial de s, pies, con una velocidad inicial v,
pies por segundo y si s es su altura por arriba del piso en pies después de ¢ segundos, en-
tonces

s = _16[2 + 'U()t + S0

Esto supone que el experimento se lleva a cabo cerca del nivel del mar y que se despre-
cia la resistencia del aire. El diagrama en la figura 4 describe la situacién que tenemos
en mente. Obsérvese que velocidad positiva significa que el objeto estd moviéndose
hacia arriba.

| EJEMPLO 4 ‘ Desde lo alto de un edificio, de 160 pies de altura, se lanza una pe-
lota hacia arriba con una velocidad inicial de 64 pies por segundo.

(a) (Cuéndo alcanza la altura méaxima?
(b) (Cuaél es su altura méxima?

(c) ¢Cuando llega al piso?

(d) (A qué velocidad llega al piso?

(e) ¢Cuadl es su aceleraciéon en t =27

SOLUCION Suponga que =0 corresponde al instante cuando la pelota fue lanzada.
Entonces so=160y vy = 64 (v, es positiva, ya que la pelota se lanzé hacia arriba)). Asi,

s = —16:% + 64t + 160

ds
= =32 + 64
L
dv
=—=-32
a4 dt

(a) La pelota alcanz6 su altura maxima en el instante en que su velocidad fue cero, es-
to es, cuando —32¢+ 64 =0 o cuando t =2 segundos

(b) Ent = 2,5 = —16(2)% + 64(2) + 160 = 224 pies.

(c) La pelota llega al piso cuando s = 0, esto es, cuando

—16> + 64t + 160 = 0
Dividiendo entre —16 se obtiene
#—4-10=0
Entonces, la férmula cuadratica da
44+ \V16+40 4+2V14
[ AEV _4EVU_ L Ly

2 2

Sélo la respuesta positiva tiene sentido. Asi, la pelota llega al piso en ¢t = 2 +
V14 ~ 574 segundos.

(d) Ent =2+ V14,0 = =32(2 + V14) + 64 ~ —119.73. Asf, la pelota llega al
piso con una rapidez de 119.73 pies por segundo.
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(e) La aceleracién siempre es —32 pies por segundo por segundo. Esta es la acelera-
cién debida a la gravedad cerca del mar.

Revision de conceptos

1. Siy=f(x),entonces la tercera derivada de y con respecto a x
puede denotarse por cualquiera de los siguientes cuatro simbolos:

2. Sis=f(r) denota la posicion de una particula en un eje coor-
denado en el instante ¢, entonces su velocidad esta dada por ,su
rapidez esta dada por , y su aceleracion esta dada por

3. Sis=f(r) denota la posicion de un objeto en el instante ¢, en-
tonces el objeto estd moviéndose hacia la derecha si

4. Suponga que un objeto se lanza directamente hacia arriba de
modo que su altura s en el instante ¢ esta dado por s = f(¢). El objeto
alcanza su altura méxima cuando ds/dt = , después del cual
dsjdt .

Conjunto de problemas 2.6

En los problemas del 1 al 8 encuentre d>y/dx>.

1. y=x>+3x>+ 6x 2. y=x"+x*
3. y=(3x+5)> 4. y=(3 - 5x)°
5. y = sen(7x) 6. y = sen(x?)
7.y = ! 8. y= 3x
x—1 1—-x

En los problemas del 9 al 16 encuentre " (2).
9. f(x)=x*+1 10. f(x) =5x>+ 2x%> + x

2
1. £(t) :% 12. f(u) = Szi‘ -
13. f(0) = (cos Om) 14. f(t) = tsen(w/t)
(x + 1)?
15. f(s) = s(1 = 5%)° 16 f(x) =" —

17. Sea n! =n(n — 1)(n —2)---3-2-1. Por consiguiente,
4! =4-3-2-1=24y5! =5-4-3-2-1. Damos a n! el nombre de
n factorial. Demuestre que D}(x") = n!

18. Encuentre una férmula para

Da,_1x" '+ -+ agx + ap)

19. Sin hacer célculo alguno, encuentre cada derivada.
(a) D*(3x% +2x — 19) (b) D2(100x" — 79x10)
(© D{(x*=3)

20. Encuentre una férmula para D}(1/x).

21. Sif(x) = x* + 3x% — 45x — 6, encuentre el valor de f” en
cada cero de f’, esto es, en cada punto ¢ en donde f'(c) =0

22. Suponga que g(f)=af’ +bt+cyg(1)=5,g'(1)=3yg"(1)=—4.
Encuentre a,b y c.

En los problemas del 23 al 28, un objeto se mueve a lo largo de un eje

coordenado horizontal de acuerdo a la formula s =f(t), donde s, la dis-

tancia dirigida medida desde el origen, estd en pies y t estd en segun-

dos. En cada caso, responda las siguientes preguntas (véanse los

ejemplos 2 y 3).

(a) ¢Cuadles son v(t) y a(t), la velocidad y la aceleracion, en el ins-
tante ¢?

(b) ¢Cudndo estd moviéndose el objeto hacia la derecha?

(c) ¢(Cudndo estd moviéndose hacia la izquierda?

(d) (Cudndo es negativa su aceleracién?

(e) Dibuje un diagrama esquemdtico que muestre el movimiento
del objeto.

24. s =1 — 62
26. s=22—6t+5

23. s = 12t — 2¢2
25. s =13 — 9% + 24¢

16 4
27. s 12+T,t>0 28.S:t+?,t>0

29. Sis = %t“ — 53 + 12/, encuentre la velocidad del objeto
en movimiento cuando su aceleracion es cero.

30. Sis = 117)(t4 — 147 + 601?), encuentre la velocidad del obje-
to en movimiento cuando su aceleracion es cero.

31. Dos objetos se mueven a lo largo de un eje coordenado. Al fi-
nal de ¢ segundos sus distancias dirigidas desde el origen, en pies, es-
tan dadas por s; =4t — 3£ y s, = £ — 21, respectivamente.

(a) ¢Cuando tienen la misma velocidad?
(b) ¢Cuando tienen la misma rapidez?
(c) ¢Cudl es la altura maxima?

32. Las posiciones de dos objetos, Py y P,, en un eje coordenado

al final de ¢ segundos, estan dadas por s; =3£ — 122 + 18t + 5y s, =—

£ + 92 — 12t, respectivamente. ;Cudndo tienen la misma velocidad
los dos objetos?

33. Un objeto que se lanza directamente hacia arriba estd a
una altura s = —167> + 48t + 256 pies después de r segundos (véase el
ejemplo 4).

(a) (Cual es su velocidad inicial?

(b) ;Cuédndo alcanza su altura maxima?

(c) ¢(Cuadl es la altura mdxima?

[C](d) ¢Cudndo llega al suelo?
[Cl(e) ¢{Con qué rapidez llega al suelo?

34. Un objeto lanzado directamente hacia arriba desde el nivel
del piso con una velocidad de 48 pies por segundo es s = 48¢ — 167>
pies de altura al final de ¢ segundos.

(a) ¢Cuadl es la maxima altura que alcanza?

(b) Alfinal de un segundo, ;qué tan rapido se estd moviendo el ob-
jetoy en qué direccion?

(c) ¢Cudnto tarda en regresar a su posicion original?

. Un proyectil se dispara directamente hacia arriba desde e
[C135. Un proyectil se dispara di haci iba desde el
suelo, con una velocidad inicial de v, pies por segundo. Su altura a
los ¢ segundos esta dada por 5 = vyt — 16¢* pies. ;Cual debe ser su

velocidad inicial para que el proyectil alcance una altura maxima de
1 milla?

36. Se lanza un objeto directamente hacia abajo desde lo alto de
un acantilado con una velocidad inicial de v, pies por segundo, cae
s = vyt + 1612 pies en ¢ segundos. Si cae al océano en 3 segundos a
una velocidad de 140 pies por segundo, ;cudl es la altura del acantilado?
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37. Un objeto se mueve a lo largo de un eje coordenado horizon-
tal, de tal manera que su posicion en el instante ¢ estd especificada
por s = — 37 — 24t — 6. Aqui, s se mide en centimetros y 1, en segun-
dos. ;Cuando esta frendndose el objeto; es decir, cuando su rapidez
esta disminuyendo?

38. Explique por qué un punto que se mueve a lo largo de una li-
nea estd frendndose cuando su velocidad y su aceleracion tienen sig-
nos opuestos (véase el problema 37).

EXPL| 39, Leibniz obtuvo una férmula general para D’ (uv), donde u
y v son funciones de x. Vea si usted puede encontrarla. Sugerencia:
empiece por considerar los casosn=1,n=2yn=3.

40. Utilice la férmula del problema 39 para encontrar
D*(x*sen x).

41. Sea f(x) =x[sen x — cos(x/2)].

(a) Dibuje las graficas de f(x), f'(x), f"(x) y f"(x) en [0, 6] utilizan-
do los mismos ejes.

(b) Evalte f"(2.13).

42. Repita el problema 41 para f(x) = (x + 1)/(x> + 2).

Respuestas a la revision de conceptos:
1 f"(x); D3y; d3y/dx®; y" 2. ds/dt; |ds/dt]; d*s/dt?

Derivacion implicita

2.7

Figura 1

3. f'(t) >0 4. 0;<0

En la ecuacion
y3 + 7y = x

no podemos despejar y en términos de x. Sin embargo, atin puede ser el caso de que
exista exactamente una y correspondiente a cada x. Por ejemplo, podemos preguntar
qué valores de y (si existe alguno) corresponden a x = 2. Para responder esta pregunta,
debemos resolver

v+ 7y =8

Desde luego, y =1 es una solucidn, y resulta que y =1 es la #inica solucién real. Dado
x=2,1a ecuacién y* + 7y = x> determina un correspondiente valor de y. Decimos que la
ecuacion define a y como una funcién implicita de x. La gréfica de esta ecuacién, que se
muestra en la figura 1, por supuesto que se ve como la grafica de una funcién derivable.
El nuevo elemento es que no tenemos una ecuacion de la forma y = f(x). Con base en
la gréfica, suponemos que y es alguna funcién desconocida de x. Si denotamos a esta
funcién como y(x), podemos escribir la ecuacién como

)P + Ty(x) = »°

Aunque no tenemos una férmula para y(x), podemos, a pesar de eso, obtener una rela-
cién entre x, y(x) y y'(x), mediante la derivacion, respecto a x, de ambos lados de la
ecuacion. Recordando aplicar la regla de la cadena, obtenemos

d d d
e + —(7 - = .3
dx(y) dx(y) It
dy dy
3y + 7= =3x*
ydx dx x
d
d—i(3y2+7)=3x2
ﬂ_ 3x2
dx 3y2+7

Obsérvese que nuestra expresion para dy/dx incluye tanto a x como a y, un hecho
que con frecuencia es una molestia. Pero si s6lo deseamos determinar la pendiente en
un punto en donde conocemos ambas coordenadas, no existe dificultad. En (2, 1),

dy _ 327 _12_6

dx  3(1)*+7 10 5
La pendiente es %

El método que se acaba de ilustrar para determinar dy/dx sin despejar primero la
y —de manera explicita de la ecuacion dada— en términos de x se denomina deriva-
ciéon implicita. Pero, ;el método es legitimo? ;Da la respuesta correcta?
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Un ejemplo que puede verificarse Para dar alguna evidencia de la validez del
método, considérese el ejemplo siguiente, el cual puede resolverse de dos maneras.

|7 EJEMPLO 1 ‘ Encuentre dy/dx, si 4x’y —3y =x>—1.

SOLUCION
Método 1 Podemos despejar explicitamente la y de la ecuacion dada como sigue:
yax? -3)=x"-1
B ¥ -1
Y= 4x*> = 3

dy _ (4% = 3)(3x%) — (& — 1)(8%) _ 4x* — 9x> + 8x

dx (4x? — 3)? (4x% — 3)2

Método 2 Derivaciéon implicita Igualamos las derivadas de los dos lados.
d d
—4x%y = 3y)=—(x* -1
Iy = 3y) = (e = 1)

Después de utilizar la regla para el producto en el primer término, obtenemos,

dy dy
4x%+—= + y+-8x — 3— = 342
X x y+8x de 3x
d
£(4x2—3)=3x2—8xy

ﬂ_3x2—8xy
dx — 4x* -3

Estas dos respuestas se ven diferentes. Por un lado, la respuesta obtenida por el méto-
do 1 incluye sélo a x, mientras que la respuesta del método 2 incluye a x y a y. Sin em-
bargo, recuerde que de la ecuacion original podia despejarse a y en términos de x para
obtener y = (x> — 1)/(4x* — 3). Cuando sustituimos y = (x> — 1)/(4x*> — 3) en la expresién
que se acaba de obtener para dy/dx, obtenemos lo siguiente:

3
2 g X 1
ﬂ_3)‘2_8“]_3)6 8x4x2_3
dx 452 — 3 45> — 3

C12x* — 9x? — 8x* + 8x  4x* — 9x? + 8x

(4x2 — 3)? T (4x2 - 3)?

Algunas dificultades sutiles Siuna ecuacién en x y y determina una funcién
y=f(x) y si esta funcidn es derivable, entonces el método de la derivacién implicita ob-
tendré una expresion correcta para dy/dx. Pero obsérvese que hay dos grandes si en
este enunciado.

Considere la ecuacion

2+ y? =25
que determina a las funciones y = f(x) = V25 — x’y y = g(x) = —V25 — x%

Sus graficas se muestran en la figura 2.

Felizmente, ambas funciones son derivables en (=5, 5). Primero, considérese a f.
Satisface

X2+ [f()c)]2 =25

Cuando derivamos implicitamente y despejamos a f’(x), obtenemos
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2x + 2f(x)f'(x) =0
X X

S T R Vo

Un tratamiento similar de g(x) produce

ST T Vs e

Con fines préacticos, podemos obtener ambos resultados de manera simultanea por
medio de la derivacién implicita de x* + y* = 25. Esta da

dy_
2x+2ya—0

_—x siy = f(x)
dy x ) V25— 42 Y

R M )
V25 — x?

Naturalmente, los resultados son idénticos a los que se obtuvieron antes.

Obsérvese que con frecuencia es suficiente saber que dy/dx = —x/y para aplicar
nuestros resultados. Supéngase que queremos conocer las pendientes de las rectas tan-
gentes a la circunferencia x* + y? = 25 cuando x = 3. Para x = 3, los correspondientes va-
lores de y son 4 y —4. Las pendientes en (3, 4) y (3, -4), obtenidas por medio de la
sustitucién en —x/y, son —% y %, respectivamente (véase la figura 2).

Para complicar el asunto, hacemos notar que

x2+y? =25
determina muchas otras funciones. Por ejemplo, considere la funcién / definida por

h(x)—{ V25 —x* si-5=x=3
-V25 - x* si3<x=5

También satisface x> + y? =25, ya que x° + [A(x)]*> = 25. Pero ni siquiera es continua en
x =3, de modo que en realidad no tiene derivada all{ (véase la figura 3).

Aunque el tema de funciones implicitas conduce a preguntas técnicas dificiles (tra-
tadas en cdlculo avanzado), los problemas que estudiamos tienen soluciones directas.

Mas ejemplos En los siguientes ejemplos suponemos que la ecuacion dada deter-
mina una o més funciones derivables, cuyas derivadas pueden obtenerse por medio de
la derivacion implicita. Obsérvese que en cada caso empezamos tomando la derivada,

(I R L
| | I | | . . ., . oy
4 3 2 - o2 3 4 | X respecto de la variable apropiada, de cada lado de la ecuacién. Después utilizamos la re-

gla de la cadena conforme la necesitemos.

S | EJEMPLO 2| Encuentre dy/dx,six*+5y°=x+9
-4 y=h(x) L
€ SOLUCION
Figura 3 %(}c2 +5y%) = %(x +9)
dy
2x + 15y>— =1
o y dx
dy 1-2x
dx 15y?

|7 EJEMPLO 3 ‘ Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la curva

y> — xy* 4+ cosxy =2
en el punto (0, 1).
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SOLUCION Por simplicidad, usamos la notacién y’ para dy/dx. Cuando derivamos
ambos lados e igualamos los resultados, obtenemos

3y°y" — x(2yy") = ¥* = (senxy)(xy" + y) = 0
y'(3y* — 2xy — xsen xy) = y* + ysen xy

y?> + ysen xy

’

y

B 3y? — 2xy — xsen xy

En (0,1),y" = % Por lo tanto, la ecuacidn de la recta tangente en (0, 1) es

y=1=3(x-0)

y=%x+1

Otra vez la regla para la potencia Hemos aprendido que D,(x") =nx""', donde
n es cualquier entero distinto de cero. Ahora extendemos esto para el caso en donde n
es cualquier ndmero racional.

Regla para la potencia

Sea r cualquier nimero racional distinto de cero. Entonces, para x >0,

Dy(x") = rx"!

Si r puede escribirse en su minima expresion como r = p/q, donde g es impar, enton-
ces D (x") = rx’! para toda x.

Demostracion Como r es racional, r puede escribirse como p/q, donde p y g son
enteros con g > 0. Sea

y=x"= xP/a
Entonces
y? = xP
y, por la derivacion implicita,
qy""'Dyy = px”!
Por consiguiente,

-1 _ _
px? p xP' p P!

D,y = =Z = £
xY gy q (xp/q)qfl q xp~rla

= Bxp—l—pw/q = Bxp/tl—l = 1
q q

Hemos obtenido el resultado deseado; pero para ser honestos, debemos sefialar un
error en nuestro argumento. En el paso de la derivacion implicita supusimos que D,y exis-
te, esto es, que y =x"/ es derivable. Podemos llenar este hueco, pero como es un trabajo di-
ficil, relegamos la demostracion completa al apéndice (seccion A.2, teorema C). |

|7 EJEMPLO 4 ‘ Siy= 2x°3 + Vx? + 1, encuentre D,y.
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SOLUCION Mediante el teorema A y la regla de la cadena, tenemos

D,y = 2Dx? + D (x* + 1)'/?

P 2@+ 1) ()
3 2
W0, X n

3 Vx?+1

Revision de conceptos
1. De la relacién implicita yx*> — 3y = 9 puede despejarse y re-

sultando y =

2. La derivacién implicita de y* + x> = 2x con respecto a x da
+3x%=2.

3. La derivacién implicita de xy*> + y* — y = x> respecto a x da

4. Laregla para la potencia con exponentes racionales dice que
D (xP7) = . Esta regla, junto con la regla de la cadena, implica
que D,[(x* =5x)P]=_

Conjunto de problemas 2.7

Suponiendo que en los problemas del 1 al 12 cada ecuacién define
una funcion derivable de x, encuentre D,y por medio de la derivacion
implicita.

1. yz—x2=1

2. 9x% + 4y =36

. xy =1

. x> + o?y? = 407, donde « es una constante.

6. x> +2x%y + 3xy =0
L 4x3 + Txy? = 2y° 8. X’y =1+ yXx

. V5xy +2y=3y>+xy 10. xVy+1=xy+1

11. xy + sen(xy) =1

3
4
5. xy?’=x-38
7
9

12. cos(xy?) = y* + x
En los problemas del 13 al 18 encuentre la ecuacion de la recta tangen-
te en el punto que se indica (véase el ejemplo 3).

13. ¥y + y3x = 30; (1,3)

14. x%y? + dxy = 12y; (2,1)

15. sen(xy) = y; (7/2,1)

16. y + cos(xy?) + 3x? = 4;(1,0)

17. X2 — y?3 — 2y = 2: (1, 1)

18. Vy + xy* =5 (4,1)

En los problemas del 19 al 32 encuentre dy/dx

19. y =3x" + Vx 20, y = Vx— 2x7?
1
2. y = Vx+—5— 22, y=V2x +1
Vx
23. y = V3x% — 4x 24, y = (x* — 2x)'
1
25, y= =~ 26. y = (3x — 9)™

(x3 + 2x)2/3

27. y= Vx> +senx 28. y = \V/x? cos x

1 N/
29, y=——7-—"— 30. y = V1 + senSx
V x? sen x

3. y = V1 +cos(x* +2x) 32. y = Vtan®x + sen®x
33. Sis’+£=1,encuentre ds/dty dt/ds
34. Siy=sen(x?) +2x°, encuentre dy/dx.

35. Dibuje la grafica de la circunferencia x> + 4x + y* + 3 =0,y
luego encuentre las ecuaciones de las dos rectas tangentes que pasan
por el origen.

36. Determine la ecuacion de la recta normal (recta perpendicu-
lar a la recta tangente) a la curva 8(x* + y?)?> = 100(x*> — y*) en (3, 1).

37. Suponga que xy + y*=2. Entonces, derivando implicitamente
dos veces con respecto a x, por pasos se obtiene:
(a) xy' +y+3y% =0
(b) xy" +y' +y +3y%y" + 6y(y')* = 0.
Despeje y’ de (a) y sustituya en (b) y después despeje y”
38. Encuentre y”,si x> —4y? +3 =0 (véase el problema 37).
39. Encuentre y” en (2,1),si 2x’y — 4y =4 (véase el problema 37).
40. Utilice derivacion implicita dos veces para encontrar y” en
(3,4),si x> +y*=25

41. Demuestre que la recta normal a x*> + y* =3xy en (% %) pasa
por el origen.

42. Demuestre que las hipérbolas xy =1y x> — y> =1 se interse-
can en dngulos rectos.

43. Demuestre que las graficas de 2x> + y* = 6 y y* = 4x se inter-
secan en angulos rectos.

44. Suponga que las curvas C; y C, se intersecan en (xg, yy) con
pendientes m, y m,, respectivamente, como se muestra en la figura 4.
Entonces (véase el problema 40 de la seccién 0.7) el dngulo positivo q
de C; (es decir, desde la recta tangente a C; en (xg, y)) a C, satisface

m; —m

tan = ——
1+ nny
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47. La curva x> — xy + y* = 16 es una elipse con centro en el ori-
gen y con la recta y = x como su eje mayor. Encuentre las ecuaciones
de las rectas tangentes en los dos puntos donde la elipse interseca al
eje x.

48. Encuentre todos los puntos sobre la curva x?y — xy* =2 en
donde la recta tangente es vertical, esto es, en donde dx/dy = 0.

49. ;A qué altura i debe estar el foco de la figura 5, si el punto
(1.25,0) estd en el borde de la regién iluminada?

Foco
Figura 4
Encuentre los dngulos de la circunferencia x*> + y* =1 a la circunfe-
rencia (x —1)?+ y? =1 en los dos puntos de interseccién. h Y
45. Encuentre el dngulo de la recta y =2x a la curva x> — xy +2y> =
28 en su punto de interseccion en el primer cuadrante (véase el pro- cry=1
blema 44).
46. Una particula de masa m se mueve a lo largo del eje x, de (1.25.0)
modo que su posicién x y velocidad v = dx/dt satisfacen s ' e - ~
m(v? — v3) = k(x5 — x?) Figura 5

donde v, xy y k son constantes. Demuestre por medio de derivaciéon

implicita que
dv

-k
mdt X

siempre que v # 0.

2.8

Razones de cambio
relacionadas

A
t=4 _/T/l

Figura 1

Respuestas a la revisiéon de conceptos: 1. 9/(x* — 3)
dy dy _dy
L3y ==
2. 3y dx dx dx
4. sxp/q*l;g(x2 — 5x)%32x — 5)

d
3. X'2y£+y2+3y2 = 342

Si una variable y depende del tiempo ¢, entonces su derivada dy/dt se denomina razén
de cambio con respecto al tiempo, o sélo razén de cambio. Por supuesto, si y mide la
distancia, entonces esta razén de cambio también se llama velocidad. Estamos intere-
sados en una amplia variedad de razones de cambio: la razén a la que fluye agua al in-
terior de un depdsito, la tasa a la cual el drea de un derrame de petréleo esta creciendo,
la razén a la cual el valor de una propiedad estd aumentando, etcétera. Si y se da de
manera explicita en términos de ¢, el problema es sencillo; sélo derivamos y luego
evaluamos la derivada en el instante requerido.

Puede ser que, en lugar de conocer a y de manera explicita en términos de ¢, conoz-
camos una relacion que relaciona a y y a otra variable x, y que también conozcamos al-
go acerca de dx/dt. Alin podemos ser capaces de encontrar dy/dt, ya que dy/dt y dx/dt
son razones de cambio relacionadas (o razones afines). Por lo regular, esto requiere de-
rivacién implicita.

Dos ejemplos sencillos Enla preparacién de un procedimiento sistematico para
la resolucién de problemas con tasas de cambio relacionadas, estudiamos dos ejemplos.

|7 EJEMPLO 1 ‘ Se suelta un pequefio globo en un punto a 150 pies alejado de un
observador, quien se encuentra en el nivel del piso. Si el globo se eleva en linea recta
hacia arriba a una velocidad de 8 pies por segundo, ;qué tan rdpido estd aumentando la
distancia del observador al globo cuando éste se encuentra a 50 pies de altura?

SOLUCION Seat el nimero de segundos contados a partir de que se suelta el globo.
Sea h la altura del globo y s su distancia al observador (véase la figura 1). Tanto 4 como
s son variables que dependen de £, sin embargo, la base del tridngulo (la distancia des-
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150

Figura 2

Tridangulos semejantes

Dos tridngulos son semejantes si sus
angulos correspondientes son con-
gruentes.

En geometria aprendimos que razo-
nes de lados correspondientes de
tridngulos semejantes son iguales.
Por ejemplo,

Este hecho, utilizado en el ejemplo
2, con frecuencia se necesitard en el
conjunto de problemas.

Figura 3

de el observador al punto de lanzamiento) permanece sin cambio conforme ¢ aumenta.
La figura 2 muestra las cantidades clave en un diagrama simple.

Antes de avanzar, recordemos un tema estudiado antes en el libro, estimacion
de la respuesta. Observe que, al inicio, s casi no cambia (ds/dt = 0), pero eventualmente
s cambia casi tan rapido como cambia & (ds/dt =~ dh/dt = 8). Una estimacién de ds/dt
cuando & =50 podria ser alrededor de un tercio o un medio de dh/dt, o 3. Si obtenemos
una respuesta alejada de este valor, sabremos que hemos cometido un error. Por ejem-
plo, respuesta tales como 17, 0 aun 7, obviamente son incorrectas.

Continuemos con la solucién exacta. Para enfatizar, preguntamos y respondemos
tres preguntas fundamentales.

(a) ¢(Qué estd dado? Respuesta: dh/dt= 8.

(b) ¢(Qué queremos conocer? Respuesta: queremos conocer ds/dt en el instante en que
h=50

(c) ¢(Cémo estan relacionadas sy h? Respuesta:las variables s y & cambian con el tiem-
po (son funciones implicitas de 7), pero siempre estdn relacionadas por medio de la
ecuacion pitagdrica

s> = b + (150)

Si derivamos de manera implicita con respecto a ¢ y utilizamos la regla de la cade-
na, obtenemos

ds dh
25— = 2h—
St dt
(0]
ds dh
= = p—
s dt dt

Esta relacion se cumple para toda ¢ >0
Ahora, y no antes de este momento, pasamos al instante especifico cuando /# = 50.
Con base en el Teorema de Pitagoras, vemos que, cuando & = 50

s = V(50)2 + (150)> = 5010

Sustituyendo en s(ds/dt) = h(dh/dt) se obtiene

SOVE% = 50(8)

ds _ 8 )53

dr /10

En el instante cuando % = 50, 1a distancia entre el globo y el observador estd aumentan-
do a una velocidad de 2.53 pies por segundo.

|7 EJEMPLO 2 ‘ En un tanque cénico se vierte agua a una razon de 8 pies ctibicos
por minuto. Si la altura del tanque es de 12 pies y el radio de su abertura circular es de
6 pies, ;qué tan rapido se estd elevando el nivel del agua cuando este liquido tiene una
profundidad de 4 pies?

SOLUCION Denétese la profundidad del agua con A y sea r el radio correspondien-
te de la superficie del agua (véase la figura 3).

Se nos da que el volumen, V, de agua en el tanque estd aumentando a una razén de
8 pies cibicos por minuto; esto es, dV/dt = 8. Queremos saber qué tan rapido esta ele-
vandose el agua (esto es, dh/dr) en el instante cuando k=4

Necesitamos encontrar una ecuacion que relacione a V'y a h; después la derivaremos
para obtener una relacion entre dV/dt y dh/dt. La férmula para el volumen de agua en
el tanque V = %wrzh, tiene una variable no deseada r; es indeseada porque no cono-
cemos su razon dr/dt. No obstante, por medio de tridngulos semejantes (véase el recuadro

al margen), tenemos r/h =6/12, 0 r = h/2. Sustituyendo estoen V = %fnrzh da
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1 (h\? o’
v —3”(2) ST

Ahora derivamos de manera implicita; para ello, tenemos presente que tanto V co-
mo h dependen de . Obtenemos
av. 377/12@ . thﬁ
dt 12 dt 4 dt

Ahora que tenemos una relacion entre dV/dt y dh/dt,y no antes, consideramos la situa-
cién cuando /i = 4. Sustituyendo 4 =4y dV/dt = 8§, obtenemos

_ m(4) dh
4 dt
a partir de la cual
dh 2
— = — =~ 0.637
dt w

Cuando la profundidad del agua es de 4 pies, el nivel del agua estd elevandose a 0.637
pies por minuto.

Si reflexiona por un momento en el ejemplo 2, usted se da cuenta de que el nivel
del agua se elevard cada vez mds despacio conforme el tiempo avance. Por ejemplo,
cuando 4 =10

m(10)? dh
4 dt

de modo que dh/dt=32/(1007) ~ 0.102 pies por minuto.
Lo que estamos diciendo en realidad es que la aceleracién d*h/df* es negativa.
Podemos calcular una expresion para ella. En cualquier instante ¢,

g T dh
4 dt
de modo que
32 dh
= h27
dt

Si derivamos otra vez implicitamente, obtenemos

2
o= R b0

> ar\"dt
de la cual
dh\?
_2 -
)
dr? h

Esta es claramente negativa.

Un procedimiento sistematico Los ejemplos 1y 2 sugieren el siguiente méto-
do para resolver un problema de tasas relacionadas.

Paso 1: Denote mediante ¢ el tiempo transcurrido. Dibuje un diagrama que sea vélido
para toda ¢t > 0. Etiquete las cantidades cuyos valores no cambian conforme ¢ aumenta
con sus respectivos valores constantes dados. Asigne letras a las cantidades que varian
con t y etiquete las secciones convenientes de la figura con estas variables.

Paso 2: Establezca lo que esta dado acerca de las variables y qué informacion se re-
quiere de ellas. Esta informacién estara en la forma de derivadas respecto a ¢.
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y+ 160 5

Figura 4

Paso 3: Relacione las variables y escriba una ecuacion que sea valida para todos los
instantes ¢ > 0, no s6lo para alguno en particular.

Paso 4: Derive implicitamente, con respecto a ¢, la ecuaciéon encontrada en el paso 3.
La ecuacion resultante, que tiene derivadas con respecto a ¢, es vélida para toda ¢t > 0

Paso 5: En este momento, y no antes, sustituya en la ecuacién encontrada en el paso 4
todos los datos que son validos en el instante particular, por el cual la respuesta al pro-
blema es necesaria. Despeje la derivada deseada.

|7 EJEMPLO 3 ‘ Un aeroplano que vuela hacia el norte, a 640 millas por hora, pasa
sobre cierta ciudad al mediodia. Un segundo aeroplano que va hacia el este, a 600 mi-
llas por hora, estd directamente encima de la misma ciudad 15 minutos m4s tarde. Si los
aeroplanos estdn volando a la misma altitud, ;qué tan rdpido se estdn separando a la
1:15p.M.?

SOLUCION

Paso 1: Denétese con ¢ el nimero de horas después de las 12:15 p. M., con y a la distancia
en millas recorridas por el aeroplano que se dirige al norte, después de las 12:15 . M., x
la distancia que ha volado, después de las 12:15 p. M., el aeroplano que lleva rumbo este
y s la distancia entre los aeroplanos. Quince minutos después del mediodia, a las 12:15
P. M., el aeroplano que va hacia el norte habré volado 6%0 = 160 millas, de modo que la
distancia, en el instante ¢, de la ciudad al aeroplano que va al norte serd y + 160. (Véase

la figura 4.)

Paso 2: Se nos da que, para toda t > 0, dy/dt = 640 y que dx/dt = 600. Queremos cono-
cerds/dtent=1,estoes,ala 1:15p. M.

Paso 3: Por el Teorema de Pitdgoras,
s = x>+ (y + 160)*

Paso 4: Al derivar implicitamente con respecto a ¢ y mediante la regla de la cadena,
tenemos

ds dx dy
25 = x4 2(y + 160) =
Sar = g TRy 1600,
o
ds dx dy
S xSy (4 160)
Satc " TV Vi

Paso 5: Paratodat> 0, dx/dt= 600y dy/dt = 640, mientras que en el instante particu-
lar t=1,x =600,y =640y s = V/(600)2 + (640 + 160)2 = 1000. Cuando sustitui-
mos estos datos en la ecuacién del paso 4, obtenemos

d
100067: = (600)(600) + (640 + 160)(640)
de la cual
ds
— = 872
dt

A la 1:15 p. M., los aeroplanos estdn alejandose a 872 millas por hora

Ahora veamos si nuestra respuesta tiene sentido. Otra vez, véase la figura 4.
Claramente, s estd aumentando mas rapido que lo que aumentan x o y, de modo que
ds/dt excede a 640. Por otra parte, seguramente s estd aumentando més lentamente que la
suma de x y y; es decir, ds/dt < 600 + 640 = 1240. Nuestra respuesta, ds/dt = 872, es
razonable.
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|: EJEMPLO 4 ‘ Una mujer que estd ante un acantilado, con un telescopio observa
cémo se aproxima un bote de motor a la playa que estd directamente debajo de ella. Si
el telescopio estd a 250 pies por arriba del nivel del agua y si el bote se aproxima a 20
pies por segundo, ;a qué velocidad esta cambiando el 4ngulo del telescopio cuando el
bote esta a 250 pies de la playa?

SOLUCION

Paso 1: Dibuje una figura (véase la figura 5) e introduzca variables x y 6, como se
muestra.

Paso 2: Nos dan que dx/dt=—20; el signo es negativo porque x disminuye con el tiem-
po. Queremos conocer df/dt en el instante cuando x =250

Paso 3: Por trigonometria

tan 0 = =
250
Paso 4: Derivamos implicitamente usando el hecho de que D, tan 6 =sec? § (teorema
2.4B). Obtenemos
seczg 0 = 1 dx
dt 250 dt
Paso 5: En el instante cuando x = 250, 6 es /4 radianes y sec’d = sec’(m/4) = 2. Por lo
tanto,

do 1

@ 250020
(6]

do —1

—=—=-004

dt 25 0.0

El dngulo estd cambiando —0.04 radianes por segundo. El signo negativo muestra que 6
estd disminuyendo con el tiempo.

|7 EJEMPLO 5 ‘ Conforme el Sol se pone detrds de un edificio de 120 pies de altu-
ra, la sombra del inmueble crece. ;Qué tan rapido estad creciendo la sombra (en pies
por segundo) cuando los rayos del Sol forman un dngulo de 45¢ (o 7/4 radianes).
SOLUCION

Paso 1: Dendtese con ¢ al tiempo, en segundos, a partir de la medianoche. Sea x la lon-
gitud de la sombra en pies y sea 0 el angulo del rayo del Sol. Véase la figura 6.

Paso 2: Como laTierra da un giro completo una vez cada 24 horas, es decir, 86,400 se-
gundos, sabemos que d6/dt =—21/86,400. (El signo negativo es necesario porque 6 dis-
minuye conforme el Sol se pone). Queremos conocer dx/dt cuando 6 = /4.

Paso 3: La figura 6 indica que las cantidades x y 6 satisfa cen cot § = x/120, por lo que
x=120cot 0

Paso 4: Al derivar ambos lados de x =120 cot 6 con respecto a t se obtiene

dx

dt

do 2 T
= 120(—csc? 6) - = —120(csc? (— >— >
(—csc” 6) i (csc” 0) 86,400 360 °C 0

Paso 5: Cuando 0 = /4, tenemos

dx _ m ,m _ 2 T pies
dit 36054 360(%) =180 ¥ 001

Observe que conforme el Sol se pone, § disminuye (ya que df/dt es negativa), mientras
que la sombra x estd aumentando (ya que dx/dt es positiva).
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2400 pies/h

E—

N

Un problema grafico de razones relacionadas Con frecuencia, en una si-
tuacién de la vida real no conocemos una férmula para cierta funcion, sino que tene-
mos una grafica determinada de manera empirica para ella. Aun asi, podemos ser
capaces de responder preguntas sobre razones de cambio.

| EJEMPLO 6 ‘ La ciudad de Webster monitorea la altura del agua en su tanque
cilindrico con un dispositivo de registro automatico. El agua se bombea de manera
constante al tanque a una velocidad de 2400 pies ctibicos por hora, como se muestra en
la figura 7. Durante cierto periodo de 12 horas (empezando a la medianoche), el nivel
del agua se elevé y descendi6 de acuerdo con la gréfica en la figura 8. Si el radio del tan-

h que es de 20 pies, ;a qué velocidad estd utilizdndose el agua a las 7:00 A. M.?
SOLUCION Sean ¢ el nimero de horas transcurridas después de la medianoche, / la
altura del agua en el tanque en el instante ¢ y V el volumen del agua en el tanque en el
instante ¢ (véase la figura 7). Entonces dV/dt es la razén de entrada menos la razén de
salida, de modo que 2400 — dV//dt es la velocidad a la que el agua esta utilizdndose en
cualquier instante ¢. Como la pendiente de la recta tangente en ¢ = 7 es aproximada-
Figura 7 mente —3 (véase la figura 8), concluimos que dh/dt =~ —3 en ese instante.
Para un cilindro, V = wr*h, y de este modo
hivi
e V = 7(20)%h
5 de la cual
dv dh
12 — = 4007 ——
i dt "t
Ent=7,
6
av
3 — = 4007 (—3) = —3770
dt
1 2 3 45 6 7 8 9 1011 lzt(horas)
Por lo tanto, los residentes de la ciudad de Webster estaban utilizando el agua a una tasa
Figura 8 de 2400 + 3770 = 6170 pies cibicos por hora a las 7:00 A. M.

Revision de conceptos

1. Preguntar qué tan rapido estd cambiando u con respecto al
tiempo después de dos horas es equivalente a preguntar el valor de
en

2. Un aeroplano con rapidez constante de 400 millas por hora
volé directamente sobre un observador. La distancia entre el obser-
vador y el aeroplano aumenté a una velocidad creciente y eventual-
mente se aproxima a una tasa de

3. Si dh/dt disminuye cuando el tiempo aumenta, entonces

d’h/di es .

4. Si estd fluyendo agua al interior de un tanque esférico a una
razén constante, entonces la altura del nivel del liquido crece a
una tasa variable y positiva dh/dt, pero d*h/df es hasta que &
llega a la mitad de la altura del tanque, después de lo cual d*h/df* se
vuelve

Conjunto de problemas 2.8

1. Cada arista de un cubo variable estd aumentando a razén de
3 pulgadas por segundo. ;Qué tan rapido estd aumentando el volu-
men del cubo cuando una arista es de 12 pulgadas de longitud?

2. Suponga que una pompa de jabén mantiene su forma esféri-
ca conforme se expande, ;qué tan rdpido aumenta el radio cuando
éste es de 3 pulgadas, si se sopla aire a la burbuja a una razén de 3
pulgadas ctibicas por segundo?

3. Un aeroplano que vuela horizontalmente a una altitud de
una milla pasa directamente sobre un observador. Si la velocidad
constante del aeroplano es de 400 millas por hora, ;qué tan rapido
aumenta su distancia respecto del observador 45 segundos maés tar-
de? Sugerencia: observe que en 45 segundos (% 61*0 = % hora), el
aeroplano ha recorrido 5 millas.

4. Un estudiante utiliza un popote para beber de un vaso céni-

co de papel, cuyo eje es vertical, a razén de 3 centimetros cibicos por
segundo. Si la altura del vaso es de 10 centimetros y el didmetro de su

abertura es de 6 centimetros, ;qué tan rapido estd bajando el nivel
del liquido cuando la profundidad del liquido es de 5 centimetros?

5. Un aeroplano que vuela hacia el oeste a 300 millas por hora
pasa por arriba de la torre de control al mediodia, y un segundo aero-
plano que vuela hacia el norte, a la misma altitud pero a 400 millas
por hora, pasa por la torre una hora después. ;Qué tan répido estd
cambiando la distancia entre los aeroplanos a las 2:00 p. m.? Sugerencia:
véase el ejemplo 3.

6. Una mujer en un muelle jala una cuerda atada a la proa de un
pequeiio bote. Si las manos de la mujer estan 10 pies por encima del
punto en donde la cuerda estd sujeta al bote, y si ella estd recobrando la
cuerda a razén de 2 pies por segundo, ;qué tan rapido se aproxima el
bote al muelle cuando falta por recogerse 25 pies de cuerda?

[=] 7. Una escalera de 20 pies estd recargada contra un edificio. Si
la parte inferior de la escalera se desliza a lo largo del pavimento ale-
jandose directamente del edificio a una velocidad de 1 pie por segun-



do, ;qué tan rapido estd descendiendo el extremo superior de la esca-
lera, cuando el pie de la escalera estd a 5 pies de la pared?

8. Supongamos que un derrame de petréleo se esta limpiando
por medio de bacterias esparcidas en €l, las cuales lo consumen a una
razén de 4 pies cuibicos por hora. El derrame de petrdleo estd mode-
lado por la forma de un cilindro muy delgado cuya altura es el grosor
de la capa de petrdleo. Cuando el grosor de la capa es de 0.001 pie, el
cilindro tiene 500 pies de didmetro. Si la altura disminuye 0.0005 pie
por hora, ;a qué razén cambia el drea de la capa?

9. De un tubo sale arena a razén de 16 pies ciibicos por segun-
do. Si al caer la arena se forma un montén cénico en el piso, cuya altura
siempre es i del didmetro de la base, ;qué tan rapido aumenta la altu-
ra cuando el montén es de 4 pies de altura? Sugerencia: refiérase a la
figura 9 y utilice el hecho de que V' = %wrzh.

| d |
Figura 9

10. Un nifio estd volando una cometa. Si la cometa estd a 90 pies
del nivel de la mano del nifio y el viento sopla en direccién horizontal
a 5 pies por segundo, ;con que rapidez el niflo suelta cordel, cuando
ya ha soltado 150 pies de cordel? (Suponga que el cordel permanece
en linea recta desde la mano hasta la cometa, en verdad una suposi-
cién poco realista).

11. Una alberca es de 40 pies de largo, 20 pies de ancho, 8 pies de
profundidad en el extremo mas hondo y 3 pies en el extremo menos
profundo; el fondo es rectangular (véase la figura 10). Si la alberca se
llena al bombear agua a una razén de 40 pies cubicos por minuto,
;con qué rapidez se eleva el nivel del agua cuando la profundidad es
de 3 pies en el extremo mds hondo?

|3 pies

Figura 10

12. Una particula P se mueve a lo largo de la gréfica de y =
\Vx* — 4, x = 2, de modo que la abscisa de P estd aumentando a
razén de 5 unidades por segundo. ;Qué tan rapido estd aumentando

la ordenada (coordenada y) cuando x =3?

13. Un disco metdlico se dilata con el calor. Si su radio aumenta
a razén de 0.02 pulgadas por segundo, ;con qué rapidez aumenta el
drea de una de sus caras cuando su radio es de 8.1 pulgadas?

14. Dos barcos parten desde el mismo puerto en una isla, uno va
en direccion norte a 24 nudos (24 millas nduticas por hora) y el otro
con rumbo este a 30 nudos. El barco con direccion norte salié a las
9:00 a. m. y el otro dejé el puerto a las 11:00 A. M. ;;Qué tan rapido au-
menta la distancia entre ellos a las 2:00 p. M.? Sugerencia: seat=0 a
las 11:00 A. M.

15. La luz de un faro, que se encuentra 1 kilémetro alejado de una
playa recta, gira a 2 revoluciones por minuto. ;Con qué rapidez se
mueve el rayo de luz a lo largo de la playa cuando pasa por el punto
que se encuentra a % kilémetro del punto que esta enfrente del faro?

16. Una aficionada a la aviacion observa un aeroplano que vuela
a una altura constante de 4000 pies hacia un punto que se encuentra
directamente sobre de ella. Ella observa que cuando el angulo de ele-
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. o Lo qia 4 : 1 i
vacion es ; radidn, éste aumenta a una velocidad de 7 radidn por se-
gundo. ;Cuadl es la velocidad del aeroplano?

17. Chris, que mide 6 pies de estatura, camina alejdndose de un
poste de luz, de 30 pies de altura, a una velocidad de 2 pies por segundo

(a) ¢A qué rapidez aumenta la longitud de su sombra cuando Chris
estd a 24 pies del poste? ;A 30 pies?
(b) (A qué velocidad se mueve el extremo de la sombra?

(c) Paraseguir el extremo de su sombra, ja qué velocidad angular de-
be levantar sus ojos Chris cuando su sombra es de 6 pies de largo?

18. El vértice del dngulo, 0, opuesto a la base de un tridngulo
isosceles, con lados iguales de longitud 100 centimetros, aumenta a
razén de % de radian por minuto. ;Con qué rapidez aumenta el area
del triangulo cuando el dngulo del vértice mide 7/6 radianes? Suge-
rencia: A = %ab sen 6.

19. Un largo paso a desnivel de una autopista pasa por encima
de una via de ferrocarril que esta a 100 pies por debajo y forma un
dngulo recto con €l. Si un automovil que viaja a 45 millas por hora (66
pies por segundo) estd directamente por arriba de la parte delantera
de un tren que va a 60 millas por hora (88 pies por segundo), ;qué tan
rapido se estdn separando 10 segundos después?

20. Se bombea agua a una razén constante de 2 litros por minuto
(1 litro = 1000 centimetros ctbicos) a un tanque con forma de cono
circular recto truncado. El tanque tiene una altura de 80 centimetros
y los radios inferior y superior miden 20 y 40 centimetros, respectiva-
mente (véase la figura 11). ;A qué velocidad se eleva el nivel del
agua cuando la profundidad del liquido es de 30 centimetros? Nota:
el volumen, V, de un cono circular recto truncado de altura /4 y radios
inferior y superioraybesV = %77/’1 -(a® + ab + b?).

- 40—»‘

Figura 11

21. Del fondo de un depdsito semiesférico, de radio 8 pies, esta
saliendo agua a razén de 2 pies cubicos por hora. El depésito estaba
lleno en cierto momento. ;A qué velocidad cambia el nivel del agua
cuando su altura es de 3 pies? Nota: el volumen de un casquete de altu-
ra h en un hemisferio de radio r es wh*[r — (h/3)]. (Véase la figura 12).

o

\

Figura 12

22. Las manecillas de un reloj son de 5 pulgadas (el minutero) y
de 4 pulgadas (el horario). ;Qué tan rapido cambia la distancia entre
los extremos de las manecillas a las 3:00?
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23. Una bola de acero caerd 16£ pies en ¢ segundos. Dicha pelota
se deja caer desde una altura de 64 pies a una distancia horizontal de
10 pies de un poste de luz, que tiene una altura de 48 pies. Cuando la
bola llega al suelo, ;con qué rapidez se estd moviendo la sombra de
la bola?

24. Resuelva otra vez el ejemplo 6; suponga que el tanque de
agua es una esfera de radio de 20 pies. (Véase el problema 21 para el
volumen de un casquete esférico).

25. Resuelva otra vez el ejemplo 6; suponga que el tanque de
agua tiene forma de un hemisferio superior, con radio de 20 pies.
(Véase el problema 21 para el volumen de un casquete esférico).

26. Con respecto al ejemplo 6. Desde la medianoche hasta el me-
diodia, ;cudnta agua utilizé, en este periodo de 12 horas, la ciudad de
Webster? Sugerencia: éste no es un problema de derivacion.
27. Una escalera de 18 pies descansa contra un muro vertical de
12 pies y su extremo superior sobresale del muro. El extremo inferior
de la escalera se empuja a lo largo del piso y se aleja del muro a 2 pies
por segundo.
(a) Encuentre la velocidad vertical del extremo superior de la esca-

lera cuando ésta forma un dngulo de 60° con el piso.

(b) Encuentre la aceleracion vertical en ese mismo instante.

28. Una bola esférica de acero permanece en el fondo del dep6-

sito del problema 21. Responda la pregunta planteada alli, si la bola
tiene radio
(a) 6 pulgadasy (b) 2 pies.
(Suponga que la bola no afecta el flujo que sale del tanque).
29. Una bola de nieve se derrite a una razén proporcional al area
de su superficie.
(a) Demuestre que su radio se contrae a una razoén constante.
(b) Sien una hora de derrite a 287 de su volumen original, ;cudnto
tardard en derretirse por completo?

30. Un cilindro circular recto con un pistén en un extremo se llena
con gas. Su volumen cambia de manera continua a causa del piston. Si la
temperatura del gas se mantiene constante, entonces, por la Ley de

Boyle, PV =k, donde P es la presion (libras por pulgada cuadrada), V
es el volumen (pulgadas cubicas) y k es una constante. La presion es
controlada por medio de un dispositivo de registro en un periodo de 10
minutos. El resultado se muestra en la figura 13. De manera aproximada,
(qué tan rapido estaba cambiando el volumen en ¢ = 6.5, si el volumen
en ese instante fue de 300 pulgadas cubicas? (Véase el ejemplo 6.)

P(Ib/pulg?)

80
60
40
20

12345678[(min)

Figura 13

31. Una nifia de 5 pies de estatura camina hacia un poste de luz,
de 20 pies de altura, a una velocidad de 4 pies por segundo. Su herma-
no menor, de 3 pies de estatura, la sigue a una distancia constante de
4 pies, directamente atrds de ella (véase la figura 14).

20

Figura 14

Determine a qué velocidad se mueve el extremo de la sombra, esto
es, determine dy/dt. Nota: cuando la nifia estd lejos del poste, ella
controla el extremo de la sombra, mientras que su hermano la con-
trola cerca del poste.

Respuestas a la revision de conceptos: 1. du/dt;t = 2
2. 400 mi/h 3. negativa 4. negativa; positiva

2.9 Lanotacion de Leibniz dy/dx ha sido utilizada para la derivada de y respecto a x. La no-

Diferenciales y

tacion d/dx se ha utilizado como un operador para la derivada (de lo que sigue a d/dx)
respecto a x. Asi, d/dx y D, son sinénimos. Hasta ahora hemos tratado a dy/dx (o d/dx)

aproximaciones como un solo simbolo y no hemos tratado de dar significados separados a los simbolos
dy y dx. En esta seccién daremos significado a dy y a dx.

f'(x0), de modo que

Recta
tangente

Sea f una funcién derivable. Para motivar nuestras definiciones, sea P(xg, yo) un
punto en la grafica de y = f(x) como se muestra en la figura 1. Ya que f es derivable,

i TG0+ 80 = 7)o

Ax—0 Ax

Asi, si Ax es pequenia, el cociente [f(xy + Ax) — f(xq)]/Ax serd aproximadamente

f(xo + Ax) = f(xo) = Ax f'(x)

Figura 1

Ellado izquierdo de esta expresion se denomina Ay; éste es el cambio real en y cuando
x cambia de x; a x, + Ax. El lado derecho se denomina dy, y sirve como una aproxima-
cién para Ay. Como lo indica la figura 2, la cantidad dy es igual al cambio en la recta



X, Xo+Ax x

Figura 2
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tangente a la curva en P cuando x cambia de x( a xy + Ax. Cuando Ax es pequeiia, espe-
ramos que dy serd una buena aproximacion para Ay, y serd sélo una constante por Ax,
por lo regular mas facil de calcular.

Definicion de diferenciales A continuacién estdn las definiciones formales de
las diferenciales dx y dy.

Definicion Diferenciales
Sea y = f(x) una funcién derivable de la variable independiente x.
Ax es un incremento arbitrario en la variable independiente x.

dx,denominada la diferencial de la variable independiente x, es igual a Ax.
Ay Ay es el cambio real en la variable y cuando x cambia de x a x + Ax; esto es, Ay =
fCx + Ax) = fx).

dy,llamada la diferencial de la variable dependiente y, se define como dy = f’(x)dx.

L EJEMPLO 1 ‘ Encuentre dy, si
(@ y=x-3x+1 () y = Vx?+ 3x

(c) y =sen(x* — 3x* + 11)

SOLUCION Si sabemos cémo calcular derivadas, también sabemos cémo calcular
diferenciales. Basta con calcular la derivada y multiplicarla por dx.

(a) dy = (3x* — 3)dx

2x + 3
(b) dy = 2(x2 + 3x)V2(2x + 3) dx = ——~

————dx
2Vx% + 3x

(¢) dy = cos(x* — 3x> + 11) - (4x> — 6x) dx

Le pedimos que note dos cosas. Primera, como dy = f'(x)dx, la divisiéon de ambos
lados entre dx da

d
=22

y podemos, si lo deseamos, interpretar la derivada como un cociente de dos diferenciales.

Segunda, a cada regla de derivacion existe una correspondiente regla de diferen-
ciacion, obtenida a partir de la primera “multiplicindola” por dx. Ilustramos las princi-
pales reglas en la tabla siguiente.

Distincidon entre derivadas
y diferenciales

Las derivadas y las diferenciales no
son lo mismo. Cuando usted escribe
D,y o dy/dx, esta utilizando el simbo-
lo de la derivada; cuando escribe dy,
esta denotando una diferencial. No
sea flojo escribiendo dy cuando quie-
ra referirse a una derivada. Si lo hace,
lo llevara a una seria confusion.

Regla de derivaciéon Regla de diferenciacion

dk
1. —= 1. =
i 0 dk =0
d(ku) du
2. = k— 2. d(ku) =kd
dx dx (k) "
dlu+v) du dv
3. Ty T dx + Tx 3. d(u +v) =du + dv
d(uv) dv du
. =u— +v— 3 = +
4 i u T 4. d(uwv) = udv + vdu
d(u/v)  wv(du/dx) — u(dv/dx) u vdu — udv
5. = 50d—) =——-——
dx v? v v?
d n
6. o) = nu"*'fdu 6. du") = " du

dx dx
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y y =fx)
Vo
? Ay
1dy
SO+ Ax)
() :
]
X X+ Ax X
fx + Ax) = f(x) + dy
Figura 3
¥
3
dx=0.6
|/:/
L = dy=0.15
14 V4 = Zi
1
| | | i | |
I I I [ I
1 2 3 4 465 6 X
Figura 4

Aproximaciones Las diferenciales desempefian varios papeles en este texto; pero por
ahora su principal uso estd en proporcionar aproximaciones. Esto ya lo sugerimos antes.

Suponga y = f(x), como se muestra en la figura 3. Un incremento Ax produce un
correspondiente incremento Ay en y, que puede aproximarse con dy. Asi, f(x + Ax) se
aproxima por medio de

flx + Ax) = f(x) +dy = f(x) + f'(x) Ax

Esta es la base para las soluciones de todos los ejemplos que siguen.

|7 EJEMPLO 2 ‘ Suponga que necesita buenas aproximaciones para V4.6 y V8.2,
pero que no sirve su calculadora. ;Qué podria hacer?

SOLUCION Considere la grifica de y = Vx bosquejada en la figura 4. Cuando x
cambia de 4 a 4.6, Vx cambia de Vi=2a (aproximadamente) V4 +d y. Ahora,

1 1
dy = ~x"dx = d
A RV
que,en x =4y dx = 0.6, tiene el valor
—(0.6) = 06 _ 0.15
dy = \/ 4

Por lo tanto,
V4.6~ \V4+dy=2+015 =215

De manera andloga,en x =9y dx =—0.8,

—08 _
-0.1
dy = \/( 08) = — = = ~0.133

De aqui que,
V82~ V9 +dy~3— 0133 = 2.867

Observe que, en este caso, tanto dx como dy fueron negativas.
Los valores aproximados 2.15 y 2.867 pueden compararse con los valores verdade-
ros (a cuatro decimales) de 2.1448 y 2.8636.

|7 EJEMPLO 3 ‘ Utilice diferenciales para aproximar el aumento en el drea de una
pompa de jabén cuando su radio aumenta de 3 pulgadas a 3.025 pulgadas.

SOLUCION El 4rea de una pompa de jabén esférica estd dada por A = 4772, Pode-
mos aproximar el cambio exacto, AA, por medio de la diferencial dA, donde

dA = 8mrr dr
Enr=3ydr=Ar=0.025,

dA = 87(3)(0.025) =~ 1.885 pulgadas cuadradas

Estimacion de errores A continuacién se presenta un problema comun en la
ciencia. Un investigador mide cierta variable x y tiene un valor x;, con un posible error
de tamafio +Ax. Después, el valor x, es utilizado para calcular un valor y,, para y que
depende de x. El valor de y, estd contaminado por el error en x, pero, ;qué tanto? El
procedimiento estdndar es estimar este error por medio de diferenciales.

|7 EJEMPLO 4 ‘ La arista de un cubo se midi6é como 11.4 centimetros con un posi-
ble error de +0.05 centimetros. Evalte el volumen del cubo y proporcione una estima-
cién para el posible error en este valor.
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SOLUCION El volumen V de un cubo de arista x es V = x°. Por lo tanto, dV = 3x2dx.
Six=11.4ydx=0.05,entonces V=(11.4)>~ 1482y

AV ~ dV = 3(11.4)%(0.05) ~ 19

Por lo tanto, podriamos reportar el volumen del cubo como 1482 £19 centimetros cibicos.

La cantidad AV en el ejemplo 4 se denomina error absoluto. Otra medida del error es
el error relativo, que se obtiene dividiendo el error absoluto entre el volumen total. Pode-
mos aproximar el error relativo AV/V por dV/V.En el ejemplo 4, el error relativo es

AV _av 19

% % ~ @ ~ 0.0128

Con frecuencia, el error relativo se expresa en términos de porcentaje. Asi, decimos
que para el cubo del ejemplo 4 el error relativo es aproximadamente 1.28%.

|7 EJEMPLO 5 ‘ La Ley de Poiseuille para el flujo de la sangre dice que el volumen
que fluye por una arteria es proporcional a la cuarta potencia del radio, esto es, V =
kR*. ;En cudnto debe aumentarse el radio para aumentar el flujo de la sangre en 50% ?

SOLUCION La diferencial satisface dV =4kR> dR. El cambio relativo en el volumen
es

AV _dV _ 4kR*dR _49R
Vv v kR*

asi que para 50% de cambio en el volumen,

dv _ dR
05~ — =4—
v R

El cambio relativo en R debe ser

AR dR 0.5
RER Ty T

Por lo tanto, s6lo 12.5% de aumento en el radio de una arteria aumentara el flujo de la
sangre en alrededor de 50%.

Aproximacion lineal Sifes diferenciable en a, entonces de la forma punto-pen-
diente de la recta, la recta tangente a fen (a, f(a)) estd dada por y =f(a) + f'(a)(x — a).
La funcién

L(x) = f(a) + f'(a)(x — a)

se denomina aproximacion lineal a la funcién fen a, y con frecuencia es una muy bue-
na aproximacion para f cuando x es cercana a a.

|7 EJEMPLO 6 ‘ Encuentre y dibuje la aproximacion lineal a f(x) = 1 + sen(2x)
enx=1/2

SOLUCION: La derivada de fes f'(x) =2 cos(2x), de modo que la aproximaci6n lineal es

L(x) = f(m/2) + ['(7/2)(x — 7/2)

(1 +senw) + (2cos)(x — 7/2)

1-2(x—7/2)=(1+7) — 2x
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La figura 5Sa muestra la gréfica de la funcion fy la gréfica de la aproximacién lineal L en
el intervalo [0, 7]. Podemos ver que la aproximacion es buena cerca de /2, pero la
aproximacién no es buena cuando se aleja de 7/2. Las figuras 5b y 5¢ también muestran
las gréficas de las funciones L y f en intervalos cada vez mds pequefios. Para valores de
X cercanos a 7/2, vemos que la aproximacioén lineal es muy parecida a la funcién f.
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Revision de conceptos

1. Seay=f(x).La diferencial de y en términos de dx estd defi-
nida por medio de dy .

2. Considere la curva y = f(x) y suponga que a x se le da un in-
cremento Ax. El cambio correspondiente en y sobre la curva esta de-
notado por _____,mientras que el correspondiente cambio en y sobre
la recta tangente estd denotado por _____.

3. Podemos esperar que dy sea una buena aproximacion a Ay,
siempre que

4. Sobre la curva y = Vx, debemos esperar que dy sea cerca-
na a Ay, pero siempre que Ay. Sobre la curva y = x% x = 0, debe-
mos esperar que dy sea que Ay.

Conjunto de problemas 2.9

En los problemas del 1 al 8 encuentre dy.

Ly=x*+x-3 2. y=7x>+3x2+1
3. y=(2x+3)* 4. y=0Bx*+x+1)72
5. y = (senx + cos x)* 6. y= (tanx + 1)3

7. y=(x*+3x - 12 8 y= (xlo +
9. Sis =V (t2 — cottr + 2)3, encuentre ds.

10. Seay=f(x)=x>. Encuentre el valor de dy en cada caso.
(a) x=05,dx=1 (b) x=-1,dx =0.75

11. Para la funcién definida en el problema 10, con cuidado haga
un dibujo de la grafica de fpara—1.5<x=1.5y las tangentes a la cur-
vaenx=0.5yx=-1;en este dibujo marque dy y dx para cada uno de
los conjuntos de datos dados en las partes (a) y (b).

sen 2x)2

12. Sea y=1/x. Encuentre el valor de dy en cada caso.
(a) x=1,dx =05 (b) x = -2,dx =0.75
13. Para la funcién definida en el problema 12, con cuidado haga

un dibujo (como en el problema 11), para la parte (a) 0 <x =3y pa-
ra la parte (b) -3 =x <0.

14. Para los datos del problema 10 encuentre los cambios reales
en y,es decir, Ay,
15. Para los datos del problema 12, encuentre los cambios reales
en y, es decir, Ay.
16. Siy = x?— 3, encuentre los valores de Ay y dy en cada caso.
(aA)x=2ydx=Ax=0.5
[Clb)x=3ydr=Ax=-0.12
17. Siy=x*+ 2x, encuentre los valores de Ay y dy en cada caso.
(@A) x=2ydx=Ax=1
[C](b) x =2y dx = Ax = 0.005.

En los problemas del 18 al 20 utilice diferenciales para aproximar los
ntimeros dados (véase el ejemplo 2). Compdrelos con los valores obte-

nidos con una calculadora
19. V359

18. V402
20. V2691

[Cl21. Aproxime el volumen del material en un cascarén esférico
con radio interno de 5 centimetros y radio externo de 5.125 centime-
tros (véase el ejemplo 3).

22. Las seis caras de una caja ctibica metdlica tienen un grosor de
0.25 pulgadas y el volumen del interior de la caja es de 40 pulgadas
ctibicas. Utilice diferenciales para aproximar el volumen de metal
empleado para fabricar la caja.

23. El diametro exterior de un cascardn esférico delgado es de
12 pies. Si el cascarén tiene un grosor de 0.3 pulgadas, utilice diferen-
ciales para aproximar el volumen de la region interior.

24. El interior de un tanque cilindrico abierto es de 12 pies de
didmetro y de 8 pies de profundidad. El fondo es de cobre y los lados
son de acero. Utilice diferenciales para encontrar, de manera aproxi-
mada, cuantos galones de pintura a prueba de agua es necesaria para
aplicar un capa de 0.05 pulgadas a la parte de acero del interior del
tanque (1 galén = 231 pulgadas cibicas).

25. Suponga que el ecuador es un circulo cuyo radio es de apro-
ximadamente 4000 millas, en cuanto excederia al ecuador un circulo
concéntrico y coplanar a él, si cada punto en él estuviese 2 pies aleja-
do del ecuador? Utilice diferenciales.

26. El periodo de un péndulo simple, de longitud L pies, estd dado
por T = 27’V L/g segundos. Supongamos que g, la aceleracion debida
ala gravedad en (o muy cerca de) la superficie de 1a Tierra, es de 32 pies
por segundo por segundo. Si el péndulo es el de un reloj que se man-
tiene sincronizado cuando L =4 pies, ;cudnto tiempo se adelantard el
reloj en 24 horas, si la longitud del péndulo se disminuye a 3.97 pies?



27. El didmetro de una esfera se mide y es de 20 & 0.1 centime-
tros. Calcule el volumen y estime el error absoluto y el error relativo
(véase el ejemplo 4).

28. Un rodillo cilindrico tiene exactamente 12 pulgadas de largo

y su didmetro se estima en 6 £+ 0.005 pulgadas. Calcule su volumen
con una estimacion para el error absoluto y para el error relativo.

29. Elangulo 0 entre los dos lados iguales de un triangulo isdsce-
les mide 0.53 £ 0.005 radianes. Los dos lados iguales miden exacta-
mente 151 centimetros de largo. Calcule la longitud del tercer lado
con una estimacion para los errores absoluto y relativo.

30. Calcule el area del triangulo del problema 29 con una estima-
cion para los errores absoluto y relativo. Sugerencia: A = %ab sen 6.

31. Puede demostrarse que si |d?y/dx?| = M en un intervalo
cerrado con ¢y ¢ + Ax como puntos extremos, entonces

|Ay — dyl = ;M(Ax)?

Utilizando diferenciales, encuentre el cambio en y = 3x% —2x + 11,
cuando x aumenta de 2 a 2.001 y luego proporcione una cota para el
error que ha cometido por usar diferenciales.

32. Suponga que f es una funcién que satisface f(1) = 10 y
f'(1.02) = 12. Utilice esta informacién para aproximar f(1.02).

33. Suponga que f es una funcién que satisface f(3) = 8 y
f'(3.05) = i Utilice esta informacién para aproximar f(3.05).

34. Una copa cénica, de 10 centimetros de altura y 8 centimetros
de ancho en la parte superior, se llena con agua hasta una profundi-
dad de 9 centimetros. Un cubo de hielo de 3 centimetros de lado esta
a punto de dejarse caer en la copa. Utilice diferenciales para decidir
si se derramara la copa.

35. Un tanque tiene forma cilindrica con extremos semiesféricos.
Si la parte cilindrica tiene una longitud de 100 centimetros de largo y
un didmetro exterior de 20 centimetros, japroximadamente cudnta
pintura se requerird para cubrir el exterior del tanque con una capa de
1 milimetro de espesor?

[C136. La teoria especial de la relatividad de Einstein dice que la
masa m esta relacionada con la velocidad v por medio de la férmula

mo ( Uz)—l/z
m=——=my| 1 — —
1 — v%/c? c
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Aqui, m; es la masa en reposo y c es la velocidad de la luz. Utilice di-
ferenciales para determinar el aumento porcentual en la masa de un
objeto cuando su velocidad aumenta de 0.9¢ a 0.92c.

En los problemas del 37 al 44 determine la aproximacion lineal a las
funciones dadas en los puntos especificados. Dibuje la funcion y la
aproximacion lineal en el intervalo que se indica.

37. f(x) = x*ena = 2,[0,3]

38. g(x) = x’cosxena = /2, [0, 7]

39. h(x) =senxena = 0,[—m, 7]

40. F(x) =3x +4ena=3,[0,6]

1. f(x) = V1 - x*ena =0, [-1,1]

42. g(x) =x/(1 — x})ena = %, [0,1)

43. h(x) = xsecxena =0, (—m/2,7/2)
4. G(x) = x +sen2x,ena = 7/2,[0, 7]

45. Determine la aproximacién lineal para f(x) = mx + b en una
a arbitraria. ;Cual es la relacién entre f(x) y L(x)?

46. Demuestre que para toda a > 0 la aproximacion lineal L(x) de
la funcién f(x) = Vx en a satisface f(x) = L(x) para toda x > 0.

47. Demuestre que para cada a la aproximacién lineal L(x) para
la funcién f(x) = x> en a satisface L(x) =< f(x) para toda x.

48. Determine una aproximacion lineal a f(x) = (1 +x)“enx =
0, en donde « es cualquier niimero. Para distintos valores de «, grafi-
que f(x) y su aproximacion lineal L(x). ;Para qué valores de « la
aproximacion siempre sobreestima a f(x)? ;Para qué valores de «
la aproximacién lineal siempre subestima a f(x)?

49. Suponga que f es diferenciable. Si utilizamos la aproxima-
cién f(x +h) = f(x) +f'(x)h, el errores e(h) =f(x + h) — f(x) — f'(x)h.

Demuestre que

@ Y =03 iy 1 o

Respuestas a la revision de conceptos:
3. Ax es pequeiia

1. f'(x)dx 2. Ay,dy
4. mds grande; mds pequeiia

2.10 Repaso del capitulo

Examen de conceptos

Responda con verdadero o falso a cada una de las siguientes afirma-
ciones. Justifique su respuesta.

1. Larecta tangente a la curva en un punto no puede cruzar a la
curva en ese punto.

2. Larecta tangente puede tocar a la curva en un solo punto.

3. La pendiente de la recta tangente a la curva y = x* es diferen-
te en cada punto de la curva.

4. La pendiente de la recta tangente a la curva y = cos x es dife-
rente en cada punto de la curva.

5. Es posible que la velocidad de un objeto esté aumentando,
mientras que su rapidez esté disminuyendo.

6. Es posible que la rapidez de un objeto esté aumentando, mien-
tras que su velocidad esté disminuyendo.

7. Sila recta tangente a la grafica de y = f(x) es horizontal en
x =c, entonces f'(c) =0

8. Si f'(x) = g'(x) para toda x, entonces f(x) = g(x) para toda x.
9. Si g(x) = x, entonces f'(g(x)) = D.f(g(x)).

10. Siy =7, entonces D,y = 57"

11. Sif’(c) existe, entonces f es continua en c.

12. Lagréificade y = W/ x tiene una recta tangente en x =0, aun-
que D,y no existe en ese punto.

13. La derivada de un producto siempre es el producto de las de-
rivadas.
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14. Si la aceleracion de un objeto es negativa, entonces su veloci-
dad estd disminuyendo.

15. Si x* es un factor de la funcién derivable f(x), entonces x> es
un factor de su derivada.

16. La ecuacién de la recta tangente a la grafica de y=x>en (1,1)
esy—1=3x%(x—1).

17. Si y = f(x)g(x), entonces D2y = f(x)g"(x) + g(x)f"(x).
18. Siy = (x* + x)8 entonces D¥y = 0.
19. La derivada de un polinomio es un polinomio.
20. La derivada de una funcién racional es una funcién racional.
21. Sif'(c)=g'(c) =0y h(x) =f(x)g(x), entonces 4'(c) = 0.
22. La expresion
senx — 1
2 x — )2
es la derivada de f(x) =sen x,en x = 7/2.

23. El operador D? es lineal.

24. Sih(x)=f(g(x)),donde fy g son derivables, entonces g'(c) =0
implica que A'(c) =0.

25. Sif'(2)=g'(2)=g(2) =2, entonces (f° g)'(2) =4.

26. Sifes derivable y creciente, y ademds si dx = Ax >0, entonces
Ay >dy

27. Si el radio de una esfera estd aumentando a razén de 3 pies
por segundo, entonces su volumen esta creciendo 27 pies ctibicos por
segundo.

28. Si el radio de un circulo aumenta 4 pies por segundo, enton-
ces su circunferencia aumenta 87 pies por segundo.

29. D"**(sen x) = D"(sen x) para todo entero positivo 7.

30. D"*3(cos x) = —D"(sen x) para todo entero positivo 7.
1l tanx 1
. lim =
x—0 3x 3

32. Sis=5£+6t—300 proporciona la posicién de un objeto, en el
instante ¢, en un eje coordenado horizontal, entonces ese objeto siem-
pre se estd moviendo hacia la derecha (la direccién en que aumenta s).

33. Si se esta bombeando aire a un globo esférico de hule a una
velocidad constante de 3 pulgadas ctibicas por segundo, entonces el
radio aumentard, pero a una razén cada vez menor.

34. Sise bombea agua a un tanque esférico de radio fijo, a una ta-
sa constante de 3 galones por segundo, la altura del agua en el tanque
aumentara mas rapidamente cuando el tanque esté proximo a ser lle-
nado.

35. Si se cometié un error Ar al medir el radio de una esfera, el
correspondiente error en el volumen calculado serd aproximada-
mente S+ Ar, donde S es el drea de la superficie de la esfera.

36. Siy=x’, entonces dy = 0.

37. La aproximacion lineal para la funcién definida por f(x) = cos
x en x =0 tiene pendiente positiva.

Problemas de examen

1. Utilice f'(x) = hh’rr%)[f(x + h) — f(x)]/h para encontrar la
derivada de cada una de las siguientes funciones.

(a) f(x) = 3x° (b) f(x) =2x°+ 3x

© f0) =57 @ f0) =555

(f) f(x) =sen3x
(g) f(x) = Vx*+5 (h) f(x) = cosmx

t) — X
2. Utilice g'(x) = limM

t—>x t—x

(e) f(x)=V3x
2

para encontrar g'(x) en ca-

da caso.

(a) g(x) =22 (b) g(x) = x* +x
1 1

© g(x) =~ ) 8(x) =57

(e) g(x) = Vx (f) g(x) =senmx

(g gx)=Vx*+C (h) g(x) = cos2x

3. El limite dado es una derivada, pero ;de qué funcién y en
cual punto?

31+ h) -3 42+ h)P - 42)°
@ Jim=—— (®) fim =
V(@A + Ax) -1 _sen(w + Ax)
© Al;r—I}o Ax () Alir—r}o Ax
(e) Hmu (f) Hmw
t—x [ — X t—x t—x

. tan(w/4 + h) — 1 0 1 1 \1
(8) it h ()hlir}) Vs+h Vs5/h

4. Utilice la gréfica de s = f(¢) de la figura 1 para aproximar
cada una de las siguientes.

@ £) ®) £6)

(©) Vprom en [3,7] @ Cf(@)ent =2

© & [FWlent =2 (0 S (@) ent =2
$ s = f(1)

Figura 1

En los problemas del 5 al 29 encuentre la derivada que se indica por
medio de las reglas que hemos desarrollado.

5. D,(3x°) 6. D.(x* — 3x> + x7?)

8. Dx<3x — 5)
2 +1

7. D(2° + 42% + 22)

4 — 5
9. Df(zi> 10. D3(3x + 2)*
6t + 2t
d (4x* =2
e e wa— . D(tV2t +6
1 dx(x3+x> 12 t( )

13i( 1 > d |[x¥* -1
T dx Vi + 4 Tdx N xP - x

d
16. Z[sen(tz) — sen’(t)]

15. Dj(sen 6 + cos’ 0)

d
17. Dy(sen(6?)) 18. E(cos3 5x)



L. a2
19. 10 [sen(sen(70))] 20. o [sen(cos 4t)]
d ( sen3x
21. Dgytan 36 22. —( )
’ dx \ cos 5x*

23 f/(2)si f(x) = (x* — 1)*(3x* — 4x)
24. g"(0)si g(x) = sen 3x + sen’3x
4t sen t >

25, %(:::;J 26. D,(m
27. f'(2)si f(x) = (x — 1)*(sen mx — x)?

28. h"(0) si h(t) = (sen 2t + cos 3t)3

29. g" (1) sig(r) = cos’5r

En los problemas del 30 al 33 suponga que todas las funciones dadas
son derivables y encuentre la derivada que se indica.

30. /(1) si f(r) = h(g(1)) + g*(t)

3. G"(x)siG(x) = F(r(x) + s(x)) + s(x)

32. Si F(x) = Q(R(x)), R(x) = cos x, y Q(R) = R®, encuen-
tre F'(x).

33. Si F(z) = r(s(z)), r(x) = sen 3x, y s(t) = 3t3, encuentre
F'(z).

34. Encuentre las coordenadas del punto en la curva y = (x —2)?

donde exista una recta tangente que sea perpendicular a la recta 2x —
y+2=0

35. Un globo esférico se expande debido al calor del Sol. En-
cuentre la tasa de cambio del volumen del globo con respecto a su ra-
dio cuando el radio es de 5 metros.

36 Si el volumen del globo del problema 35 estd aumentando a
una razon constante de 10 metros ctibicos por hora, ;a qué velocidad
aumenta su radio cuando éste es de 5 metros?

37. Un abrevadero de 12 pies de largo tiene una seccion transver-
sal en forma de tridngulo is6sceles (con base en la parte superior) de
4 pies de profundidad y 6 pies de ancho. Si el abrevadero se esta lle-
nando con agua a una razén de 9 pies cubicos por minuto, ;a qué ve-
locidad esté elevandose el nivel del agua cuando el agua tiene 3 pies
de profundidad?

38. Desde el suelo, un objeto se lanza verticalmente hacia arriba
con una velocidad inicial de 128 pies por segundo. Su altura s al final
de ¢ segundos es aproximadamente s = 128¢ — 16¢ pies.

(a) ¢Cudndo alcanza su altura maxima y cudl es esa altura?
(b) (Cudndo llega al suelo y con qué velocidad?
39. Un objeto se mueve sobre un eje coordenado horizontal. Su

distancia dirigida, s, desde el origen al final de ¢ segundos es s = £ —
67 + 9t pies.

(a) ¢Cuando se estd moviendo el objeto hacia la izquierda?
(b) (Cual es su aceleracion cuando su velocidad es cero?
(¢) ¢Cudndo es positiva su aceleracién?

40. En cada caso encuentre Dy.
@ y=x"+x2+x+10 () y=x2+x+x1®
(c) y=T7x* + 3x% (d) y =senx + cosx

(e) y =sen2x ) y= %
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41. En cada caso, encuentre dy/dx.
(@) (x—12+y*=5 (b) xy*+ yx*=1
() ¥+ y*=x%3 (d) xsen(xy) =x*+1
(e) xtan(xy) =2

42. Demuestre que las tangentes a las curvas y* = 4x> y 2x> + 3y?

=14 en (1,2) son perpendiculares entre si. Sugerencia: use derivacion
implicita.
43. Sea y = sen(mx) + x% Si x cambia de 2 a 2.01, jcudnto cambia
y aproximadamente?
44. Sea xy*+2y(x +2)>+2=0.
(a) Sixcambiade—2.00a-2.01yy >0, ;cudnto cambia y aproxima-
damente?

(b) Sixcambiade—2.00a—-2.01yy <0, ;cudnto cambia y aproxima-
damente?

45. Suponga que f(2) =3,f'(2)=4,f"(2)=-1,4(2) =2y g'(2) =5.
Encuentre cada valor..

(@) [0 + ()] enx =2
(®) - [f(g(0)] enx = 2

d
© - [f(gx))lenx =2 (d) DI[f*(x)]enx =2
46. Una escalera de 13 pies estd apoyada contra un muro vertical.
Sila parte inferior de la escalera se jala alejandola del muro a una ve-
locidad constante de 2 pies por segundo, ;ja qué velocidad desciende,
en el muro, la parte superior de la escalera cuando se encuentra 5
pies por encima del nivel del suelo?

47. Un aeroplano se eleva, formando un dngulo de 15° con la ho-
rizontal. ;A qué velocidad estd ganando altura si su velocidad es de
400 millas por hora?

|x|

48. Dado que D, |x| = o # 0, encuentre una férmula para
(@) D(lx) (b) Dilxl
(c) Dilxl (d) D(Ix?)

49. Dado que D,|t| = %, t # 0, encuentre una férmula para
(a) Dylsen 0| (b) Dylcos )

50. Encuentre la aproximacion lineal para las siguientes funcio-
nes en los puntos dados..

(a) Vx +1lena=3

(b) xcosxata =1



PROBLEMAS En los problemas del 1 al 6 resuelva las desigualdades dadas. (Véase la seccion 0.2.)
DE REPASOE  t(-2G~=3<0 22— x=6>0
INTRODUCCION 3ox(x—1(x—-2)=0 4.5 432 +2x =0

x(x — 2 2 _ g
M2y 6.5 >0
x-—4 x-+2

En los problemas del 7 al 14 determine la derivada f’(x) de la funcion dada.

) = 2xr 1) 8. f(x) = senmx
9. f(x) = (x> — 1) cos 2x 10. f(x) = Se;x

11. f(x) = tan®3x 12. f(x) = V1 + sen’ x
13. f(x) = sen'Vx 14. f(x) = Vsen2x

15. Determine todos los puntos en la gréfica de y = tan” x, en donde la recta tangente es hori-
zontal.

16. Determine todos los puntos en la grafica de y = x + sen x, en donde la recta tangente es
horizontal.

17. Determine todos los puntos en la grafica de y =x +sen x, donde la recta tangente es para-
lela alarectay=2+x.

18. Una caja rectangular se fabrica a partir de una pieza de carton de 24 pulgadas de largo y
9 pulgadas de ancho; para ello, se cortan cuadrados iguales a partir de las cuatro esquinas y los lados
se doblan hacia arriba, como en la figura 1. Si x es la longitud del lado de uno de los cuadrados que
se cortan, cudl es el volumen de la caja resultante?

!
¢
)

Figura 1 Figura 2

19. Andy quiere cruzar un rio que tier}e un ancho de 1 kilémetro a fin de alcanzar un punto 4
kilémetros rio abajo. (Véase la figura 2.) El puede nadar a 4 kilémetros por hora y correr a 10 ki-
l6metros por hora. Suponiendo que él inicia nadando y que lo hace hacia un punto a x kilémetros
rio abajo del punto A de donde parte, /cuanto tardara en llegar a su destino D?

20. Sea f(x)=x—cosx.

(a) ¢La ecuacién x —cos x =0 tiene una solucién entre x =0y x = r? ;Cémo lo sabe?
(b) Determine la ecuacién de la recta tangente en x = /2.
(c) Larecta tangente de la parte (b), ;en donde interseca al eje x?

21. Determine una funcién cuya derivada sea
(a) 2x (b) senx () ¥*+x+1

22. Sume 1 a cada respuesta del problema 21. ;Estas funciones también son soluciones para
el problema 21? Explique.



